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ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРОВ 

Книга возникла в результате нашего многолетнего сотруд- 
ничества и выражает наши взгляды на проблему выбора 
оптимальных параметров. Во-первых, мы считаем необ- 
ходимым рассматривать задачи оптимального проектиро- 
вания как многокритериальные, а не сводить их к одно- 
критериальным, так как это, как правило, приводит 
к серьезному огрублению задачи, искажению ее существа, 
а следовательно, к неоправданной замене одной задачи 
другой. К такому же выводу в настоящее время приходят 
многие исследователи, занимающиеся разработкой мате- 
матических методов для оптимального проектирования. 
Что же касается конструкторов, то они всегда были рады 
поддержать такую точку зрения, но, к сожалению, доста- 
точно эффективных математических методов для изуче- 
ния многокритериальных задач не было. 

Во-вторых, мы считаем также, что не следует стре- 
миться к полной автоматизации процесса выбора опти- 
мальных параметров: выбор должен осуществлять сам 
конструктор, но с помощью ЭВМ. Поэтому наиболее ра- 
циональными мы считаем алгоритмы, содержащие диалог 
человека с вычислительной машиной. И эта наша точка 
зрения также соответствует тенденции, наметившейся 
в последние годы !. 

Проектирование реальных объектов с учетом многих 
критериев качества обычно имеет характер эвристическо- 
го итерационного процесса: конструктор, рассматривая 
различные варианты модели, оценивает результаты, 
уточняет постановку задачи, затем снова решает ее и 
анализирует новые варианты. В процесбе проектирования 
нередко меняются взгляды на значимость отдельных кри- 
териев. И это продолжается до тех пор, пока конструктор 
не решит, что пришло время остановиться: найдено то, 
что ему нужно. 

  

1 См.„например, книгу «Современное состояние теории исследова- 
ния операций». М.: Наука, 1979; серию статей П. С. Краснощеко- 
ва, В. В. Морозова и В. В. Федорова в журнале «Техническая 
кибернетика» за 1979 год и пр.



Нам удалось в какой-то мерё алгоритмизировать этот 
процесс, представив его в форме диалога конструктора 
с ЭВМ: при помощи ЭВМ формируется множество допу- 
стимых решений, среди которых конструктор выбирает 
наилучшее. 

Мы старались сделать книгу доступной возможно более 
широкому кругу читателей и ради этого пожертвовали 
кое-где математической общностью. Вопросы, связанные 
с теорией ЛПпоследовательностей, вынесены в Допол- 
нение, написанное И. М. Соболем. В качестве дополни- 
тельной литературы указаны работы, в которых исполь- 
зованы методы, изложенные в настоящей книге. Список 
этих работ не претендует на полноту. 

Мы считаем своим приятным долгом вспомнить с бла- 
годарностью покойного И. И. Артоболевского, который 
всячески стимулировал нашу работу и в большой степени 
способствовал внедрению этих методов в практику про- 
ектирования механизмов и машин. Мы благодарны 
Г. В. Крейнину за участие в получении первой таблицы 
испытаний, Р. П. Федоренко, В. В. Подиновскому и 
II. C. Краснощекову, прочитавшим рукопись и сделав- 
шим ряд ценных замечаний, и С. И. Фридман, которая 
составила программы для расчета примеров, приведен- 
ных в книге.



ВВЕДЕНИЕ 

Задачи проектирования машин. Они всегда многокрите- 
риальны, так как при выборе наилучшего варианта при- 
ходится учитывать много различных требований, предъяв- 
ляемых к машине, и среди этих требований встречаются 
противоречащие друг другу. Однако почти все математи- 
ческие методы оптимизации предназначены для отыска- 
ния оптимального значения одной функции — одного 
критерия. Поэтому чаще всего пытаются неоправданными 
упрощениями свести многокритериальную задачу к одно- 
критериальной. По нашему убеждению, большинство не- 
удачных решений связано именно с этим этапом, так как 
если сформулированная математическая задача не адек- 
ватна исходной задаче, то никакой метод оптимизации 
положения не спасет: найденное «оптимальное решение» 
будет плохим. 

Кто же должен давать математическую постановку 
задачи? Обычно считают, что это дело конструкторов !, 
которые хорошо разбираются в существе задачи. Однако 
в действительности, когда речь идет о задачах со многими 
параметрами и с несколькими критериями, поставить ма- 
тематическую задачу очень трудно, ибо конструктор 
обычно имеет достаточно хорошее представление о допу- 
стимых пределах изменения каждого параметра, но не 
знает возможностей всех критериев, и необходим предва- 
рительный расчет для выяснения этих возможностей. 
Как сказал И. И. Артоболевский [1], «поиск оптималь- 
ного решения означает одновременно и поиск правильной 
постановки задачи». 

В данной книге приведен простой алгоритм, позволяю- 
щий конструктору осуществлять разумную постановку 
математической задачи в процессе диалога с ЭВМ. С по- 
мощью этой методики была осуществлена постановка и 
найдено решение ряда важных задач, связанных с проек- 

  

1 Мы будем использовать как синонимы слова «конструктор», 
«проектировщик», «совет специалистов». В таком же смысле в не- 
которых работах используют термин ЛПР (лицо, принимающее 
решение). 
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тированйем новых и усовершенствованием сУуществую- 
щих механизмов и машин. 

Особенности предложенного метода. Отличительная 
черта разработанного метода — систематический про- 
смотр многомерных областей: в качестве пробных точек 
в пространстве параметров используются точки равно- 
мерно распределенных последовательностей. Для этих 
целей были применены так называемые ЛПу-последова- 
тельности, которые обладают наилучшими характеристи- 
ками равномерности среди всех известных в настоящее 
время равномерно распределенных последовательностей. 
Заметим, что волюнтаристический выбор пробных точек 
в многомерных областях, как правило, приводит`к пло- 
хим результатам из-за отсутствия у человека многомерной 
геометрической интуиции. 

Другая особенность метода состоит”в том, что диалог 
конструктора с ЭВМ протекает в очень благоприятных 
для конструктора условиях: он оперирует привычными 
для него величинами — значениями критериев — и не 
должен «комбинировать», то есть гадать, какой выигрыш 
по одним критериям могут дать уступки по другим крите- 
риям; это выясняется в процессе диалога. 

Приближенная характеристика задач, которые можно решать 

предложенным методом: 

- а) количество параметров не превосходит нескольких десятков, 

6) количество критериев любое (в решенных задачах оно до- 
стигало 14); 

в) требования к гладкости областей, функциональных ограни- 
чений, критериев — минимальные; 

. г) отношение п-мерного объема множества допустимых решений, 
расположенного внутри заданного п-мерного параллелепипеда 
в пространстве параметров, к п-мерному объему этого параллелепи- 
педа не должно быть чрезмерно малым. 

Последнее из этих требований может быть проверено в ходе 
расчета. Однако более или менее ясно, что оно исключает задачи 
с очень большим количеством функциональных ограничений. 

О дальнейших возможностях метода. Очевидно, что 
область применения метода не ограничивается машино- 
строением: задачи со многими критериями, в том числе, 
удовлетворяющие требованиям а—-г, встречаются в самых 
различных областях науки и техники. От таких задач 
обычно старались избавиться, но, думается, причина как 
раз в том, что не было достаточно простого и эффектив- 
ного метода для их постановки и решения. 

В самом деле, в общей схеме вычислительного экспе- 
римента А. А. Самарский [13] выделяет пятый этап: 
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анализ полученных результатов и уточнение математи- 
ческой модели. Ясно, что судить о достоинствах и недо- 
статках используемой математической модели следует, 
вообще говоря, не по одному, а по многим критериям. Если 
модель зависит от нескольких параметров, то, естественно, 
возникает проблема наилучшего их выбора. Следова- 
тельно, можно надеяться, что методика, изложенная в на- 
стоящей книге, окажется полезной при осуществлении 
вычислительных экспериментов, связанных © самыми 
различными областями науки и техники. Первые шаги 
в этом направлении уже делаются.



Глава 1 

СИСТЕМАТИЧЕСКИЙ ПОИСК 
В МНОГОМЕРНЫХ ОБЛАСТЯХ 

В дальнейшем изложении не раз используется метод 
зондирования пространства параметров, который мы наз- 
вали ЛП-поиском [16]. Название это объясняется тем, 
что в качестве пробных точек в единичном многомерном 
кубе используются точки ЛПу-последовательностей. Ма- 
тематическая теория таких последовательностей доста- 
точно сложна, и поэтому краткие сведения об ЛП.- 
последовательностях перенесены в Дополнение. Здесь 
же по возможности элементарно разъясняются трудности, 
связанные с многомерностью рассматриваемых областей, 
заставившие нас отказаться от традиционных решетчатых 
сеток и воспользоваться ЛП-поиском. 

Читатель, которому эта глава покажется трудной, мо- 
жет перейти прямо к главе 2, приняв на веру, что име- 
ется эффективный алгоритм выбора пробных точек, рав- 
номерно расположенных в конечных многомерных обла- 
стях (размерности п < 51). 

? 

1.1. Поиск в многомерном кубе 

Рассмотрим единичный п-мерный куб А”, состоящий из 
точек Р с декартовыми координатами х,, ..., Xp; 

Р = (т, 0 0 09 Ln)s 

удовлетворяющими неравенствам O<2;<1 upu j= 
— 1, ву ое. ПМП. 

Кубические решетки. Обычно полагают, что наиболее 
равномерный просмотр такого куба обеспечивает куби- 
ческая решетка (рис. 4.1), состоящая из № = М" точек 
с координатами 

  

. ° , 1 

iy + 3/0 2 -- 2 ty ls \ 
M ? M ,>°°¢ 9 M ; ? 

rye i,,.. ., i, He38BACHMO принимают все значения 0,1, ... 
.... М —1. Однако это неверно. Такая решетка опти- 
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Рис. 1.1. Кубическая решетка при п = 2 (М = 16) 

Рис. 1.3. Улучшенная сетка при п = 2 (М = 16) 

мальна только в одномерном случае, при п =1 (рис. 1.2). 
Уже при п = 2 она не очень хороша, а с увеличением 
п «равномерность» ее быстро ухудшается. Строгая фор- 
мулировка этого утверждения приведена в Дополнении. 
Впервые вывод о том, что кубические решетки в А" — 
это плохие сетки при больших п, был сделан в 1957 году 
в работе [44]. 

Впрочем нетрудно привести элементарные сообра- 
жения, разъясняющие такое, на первый взгляд парадок- 
сальное, положение. 

Сравним двухмерную сетку, изображенную на рис. 1.4, 
с сеткой, изображенной на рис. 1.3, которая также со- 
стоит из 16 точек. В обоих случаях каждому из 16 малых 

ыы авы 
a 1X, 

Рис. 1.2. Кубическая решетка при п = 1 (М = 8) 

квадратиков принадлежит одна и только одна точка сет- 
ки, так что, казалось бы, равномерность расположения 
точек обеих сеток примерно одинакова. Ситуация, однако, 
резко изменится, если потребуется исследовать функцию 
7 (11, хо), определенную в К?, которая сильно зависит лишь 
от одного аргумента: например, } = } (51). В этом случае, 
вычислив значения функции |} в точках сетки рис. 1.1, 
мы получим лишь четыре различных значения, каждое 
повторенное четыре раза; а при расчете } в точках сетки 
рис. 1.3, мы получим 16 значений, дающих гораздо луч- 
шее представление о диапазоне изменения функции ]. 
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В многомерном случае кубическая решетка оказы- 
вается еще хуже, так как «потеря информации» при вы- 
числении } (т.,..., т,) может еще больше возрасти: вы- 
числив М = М” значений функции } (5,), мы получим 
всего М = МУ" различных значений! 

Конечно, приведенные рассуждения с рассмотрением 
7 (11) — это крайний, самый неблагоприятный случай. 
В действительности функции } (7, ..., <), встречаю- 
щиеся на практике, сильно зависят от нескольких пере- 
менных, но не от всех. И мы никогда не можем быть уве- 
ренными, что нельзя представить } (х51,..., х)) в форме 

7 (21, 0 0s Me) HB (yy. es бь) РВ (2, 2...) 2), 

где т <пи&>й. Если же такое представление имеет 
место, то упомянутая выше потеря информации будет 
налицо: сосчитав М = М” значений /, мы получим всего 
М" = М№"/" существенно различных значений функции. 
Количество «лишних» точек М — №” с увеличением М 
катастрофически растет; например, если п =5, т =3 
и М = 10, то - 

М№М — №" = М — МЗ = 99000 : 

из общего числа № = М = 100 000. 
Отсюда вывод: проекции точек хороших многомерных 

сеток в К" на т-мерные грани этого куба должны пред- 
ставлять собой хорошие т-мерные сетки, и это должно 
быть верно при любых т = 1, 2,..., п — 1. 

Равномерно распределенные — последовательности то- 
чекв К”. Пусть Р!1,....Р;...—последовательность точек, 
принадлежащих К”. Выберем в К” произвольный п-мер- 
ный параллелепипед П со сторонами, параллельными ко- 
ординатным граням (рис. 1.4). Обозначим через 5м (П) 
количество точек Р; с номерами 1 << М, принадле- 
жащих П, 
Определение. Последовательность точек Р., ... 

... Рь... называется равномерно распределенной (р.р.) 
в АГ, если для любого П 

, Sy (I) jin, hy Vi и 
где Уп — объем (п-мерный) параллелепипеда П. 

Можно доказать, что если G — произвольная область, 
расположенная в К” и имеющая объем Ус, то из (1) 
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вытекает 

5 м (6) = с. (2) Пт 
М№-›со 

Соотношение (2) показывает, что при достаточно боль- 
ших М количество точек последовательности, принадле- 
жащих @, пропорционально объему G: 

Sy (G) w NV¢. (3) 

Легко также доказать, что проекции точек р.р. после- 
довательности на любую т-мерную грань куба А” при 

т п образуют р.р. пос- 
ледовательность в К". Та- ah / 
ким образом, требование, 
сформулированное в кон- 
це предыдущего пункта, 
в какой-то мере выполня- я 
ется для точек Р,,... 
..., Pn, составляющих 
начальный участок р.р. 

  

  

      

      

последовательности. 
| Несмотря на то, что 
определение и первые при- 0 ix, 
меры р.р. последователь- 
ностей были указаны Рис. 1.4. Параллелепипед П в Е" 
Г. Вейлем ещев 1946 году, 
использование таких  последовательностей в вычи- 
слительной математике началось только в 60-х го- 
дах, когда удалось построить последовательности, для 
которых скорость сходимости в (1) при М -—+ со близка 
к наилучшей, а равномерность расположения наблюдает- 
ся начиная © небольших М№. (Заметим, что определение 
(1) зависит только от асимптотических свойств последо- 
вательности: если изменить, выбросить, добавить любое 
конечное число любых точек последовательности, то пре- 
дел (1) не изменится.) 

Использование в качестве сеток начальных участков 
P,, ..., Pn p.p. последовательности имеет еще одно до- 
стоинство: количество точек сетки может быть удвоено 
добавлением еще М точек Рм.1,..., Ром. (При использо- 
вании кубических решеток удвоение М вынуждает уве- 
личить количество точек сразу в 27 раз; а замена М на 
M -+- 1 заставляет все точки новой сетки считать заново.) 
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Простейший поиск. Предположим, что функция F (P) 
кусочно непрерывна ! в К” и требуется приближенно най- 

ти точку Р такую, что 

Р(Р) = min F (P). 
К" 

Pe 

Приближенных методов отыскания минимума функции 
очень много (см., например, [8, 12, 18]), но в большин- 
стве своем это все локальные методы, сходимость кото- 
рых гарантируется лишь в достаточно малой окрестности 
минимума. Если же речь идет о нахождении глобального 
минимума, то выбор методов поиска гораздо более огра- 
ничен. 

Рассмотрим простейший случайный поиск, который 
состоит в следующем. В К” выбираем М независимых 
случайных точек Г.,..., Гм, равномерно распределен- 
ных в А” (здесь равномерное распределение в теоретико- 
вероятностном смысле). Среди значений Р (Г\), ... 
..., Г (Гм) находим наименьшее 

F(T;,) = min F(T;) 
1<i< 

(если таких несколько, то выбираем любое из них). И счи- 

таем, что Р (Г;,) = шш Р (Р), Г. = P. 
Сходимость такого поиска доказывается достаточно 

просто. Пусть Н — произвольная окрестность един- 

ственной точки Р, и объем Ин положителен. Так как ве- 
роятность Р {Г ЕД} = ИН, то вероятность того, что хотя 
бы одна из точек Г.,..., См попадетв Н равна 1 — (4 — 
—Ун)\ и, при М - со, стремится к 1. Следовательно, 
при достаточно больших М вероятность попадания хотя 
бы одной Нробной точки в любую окрестность точки ми- 

нимума Р как угодно близка к 1. 
Легко показать, что в качестве пробных точек в про- 

стейшем поиске можно использовать точки Р:, ... 
...Рь..., образующие р.р. последовательность. В са- 
мом деле, так как согласно (3) 

Syn (Н) © МУН, 

  

1 Более подробно, требование кусочной непрерывности означает, 
что К” можно представить в виде суммы конечного числа простых 
замкнутых областей, в каждой из которых РЁ (Р) непрерывна и 
имеет конечные предельные значения на границе. 
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то при М — со количество пробных точек, попавших в Я, 
окажется гак угодно большим. 

Поиск будет тем лучше, чем более равномерно распо- 
ложены в А” пробные точки (если, конечно, нет никакой 
предварительной информации о положении минимума). 
Случайны ли они, или нет — не столь важно. Нам не 
раз приходилось слышать от вычислителей, что в их 
экспериментах при п > 4 случайный поиск оказывался 
лучше неслучайного. Однако во всех этих экспериментах 
в качестве неслучайных пробных точек использовались 
точки кубической решетки, а, как мы уже знаем, распо- 
ложение этих точек следует расценивать как плохое. 

ЛП-поиск. Мы предложили использовать в качестве 
пробных точки ЛПШ:-последовательностей, которые яв- 
ляются наиболее равномерно распределенными среди всех 
известных в настоящее время последовательностей. Мно- 
гочисленные эксперименты, проведенные с целью срав- 
нения ЛП-поиска с простейшим случайным поиском, не- 
изменно показывали преимущество ЛП-поиска, хотя ко- 
личественные характеристики «выигрыша» меняются в за- 
висимости от рассматриваемых задач. 

Пример [16]. Максимум весьма сложной функции Ф, зависящей 
от девяти переменных, оценивался по значениям в случайных точ- 
ках Г;.,...,Гми в точках ЛП.-последовательности 01, ..., Ом. 

Результаты, полученные при различных М, приведены в таблице 1.1. 

  

  

Таблица 1.1 

Поиск максимума Ф 

N 512 1024 2048 

max Ф(Г;) 42,29 42,29 43,52 

max Ф(0;) 48,12 48,61 48,61       
Можно указать два класса задач, при решении кото- 

рых ЛП-поиск оказался очень полезным. Во-первых, это 
задачи, в которых одновременно требуется оценить мак- 
симумы и (или) минимумы нескольких функций, заданных 
в А"; ибо это можно сделать по одним и тем же пробным 
точкам. Во-вторых, это задачи, в которых для отыскания 
глобального экстремума многоэкстремальной функции 
используют локальные методы оптимизации: для того, 
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чтобы не попасть вместо глобального в какой-нибудь из 
локальных экстремумов, приходится повторять локаль- 
ный поиск много раз, начиная из различных начальных 
точек; очевидно, что начальные точки должны быть рав- 
номерно расположены в А”. Самым эффективным спосо- 
бом выбора начальных точек оказалось использование 
точек ЛП.-последовательности. 

В заключение заметим, что ЛПу-последовательно- 
сти — это наилучшие среди известных в настоящее вре- 
мя р.р. последовательностей. Если в будущем удастся 
построить еще лучшие последовательности (с достаточно 
простым алгоритмом расчета и с более равномерным рас- 
положением точек), то все алгоритмы, изложенные в кни- 
ге, станут еще более эффективными, так как можно 
будет использовать эти новые последовательности вместо 
Л П-последовательностей. 

1.2. Поиск в произвольной ограниченной облаети 

В этом параграфе рассмотрены некоторые достаточно 
простые преобразования р.р. последовательностей, ко- 
торые используются в дальнейшем. Все приводимые здесь 
результаты имеют весьма прозрачный геометрический 
смысл. 

Равномерно распределенные последовательности то- 
чек в ограниченной области 6’. Обозначим через С произ- 
вольную п-мерную ограниченную область, имеющую ко- 
нечный объем Ус > 0. 

Определение. Последовательность точек Р., ... 
..., Pj, ..., принадлежащих С, называется равномерно 
распределенной в С, если для любото П, принадлежа- 
щего С (обозначения см. в разделе 1.41): 

Sy (TD) Vin д 

М — V7 с° (4) 
  lim 

№-»ьсо 

Чтобы убедиться в том, что (1) есть частный случай (4), 
достаточно вспомнить, что объем К” равен 1, так что в (1) 
вместо Уп можно было бы написать Уп/Ух т. 

Многочисленные приемы, используемые в методах 
Монте-Карло для моделирования различных случайных 
величин, позволяют находить точки Р\:,...,Р;,...р.р. 
в произвольной области С путем преобразования точек 
01,....Оь..., Р.р. в КГ. Эти вопросы достаточно под- 
робно освещены в [15], и мы не будем на них останавли- 
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ваться. Ниже нам понадобятся только формулы для 
расчета последовательности точек, р.р. в заданном парал- 
лелепипеде П со сторонами, параллельными координат- 
ным граням (рис. 1.5). 

Лемма 1. Если точки О; се девартовыми координа- 
mamu (Gi, 1. - + ++ Gi, x) образуют р.р. последовательность в 
К”, то точки А; с декартовыми ot 
координатами (%; 1, ... -..) бр к), и) 
20e npuj = 1,2,...,n ` - 

0, } = а; + (69; —а}) 4,» (5) bn 

образуют р.р. последовательность = 
в параллелепипеде П, cocmo- 
ящем из точек (м1,..., ба), коор- 
динаты которыт удовлетворяют 
неравенствам а; за; < 6, 
Доказательство. Вы- 

берем произвольный параллеле- 0 @, в, ©, 
пипед Пи СП, который опреде- 
ляется неравенствами 4 < а;< Рис. 1.5. К доказатель- 
< 8. Точкам Пьв силу преобра- ©7ТВУ леммы 1 

зования (5) взаимно однозначно соответствуют точки парал- 

лелепипеда ПСК”, который определяется неравенствами 

(a3 — aj)/(by — aj) <=, < (8 — а,)/ (6; — а). 
Ноэтому количество точек А; Е Пу, которое мы обозна- 

чим через 5м (По), равно количеству точек 0; ЕП, ко- 

торое мы обозначим через 5 м (П): А так как объемы этих 
параллелепипедов равны соответственно 

  

  

ay         

  

  

г 0 9 0—2 Уп 
Vn, = LI (63 — a9), = = и, 

|1 j=. 5 j п 

то 

бп ‚ 5 (п) у 
lim cA lim an Vx = 7 , 
N-—>co N—»co ц 

что и требовалось доказать. 
Метод отбора для равномерно распределенных по- 

следовательностей. Более или менее очевидно, что если 
среди точек 4.:,..., А; ..., образующих р.р. после- 
довательность в ЦП, отбирать все точки, принадлежащие 
некоторой области С С. П, то получим последователь- 

15



ность точек р.р. в С. Так как этот прием неоднократно 
используется в дальнейшем, то приведем строгое дока- 
зательство. 

Лемма 2. Пусть А.,.....А,... — последователь- 
ность точек р.р. в Пр абс. П — произвольная область 
с положительным объемом Vg > 0. Если среди точек А; 
отобрать все точки, принадлежащие G, mo получим по- 
следовательность точек р.р. в (Ц. 

Доказательство. Пусть Aj, ..-, Aty — 

первые Л среди отобранных точек. Если номер послед- 
ней из них равен №” (то есть А; , = Ам,), то легко видеть, 

что 5м, (() = №. Выберем теперь произвольный парал- 
лелепипед П, С @ и обозначим через см (По) количество 
точек, принадлежащих П,, из числа отобранных точек 

  

А, ..., Аз. Тогда 5», (По) = Sw: (Ш), ибо те из точек 

А',...,Ам,, которые не попали в (@, тем более не мог- 
ли попасть в Пь. Значит, 

Siy — 5н (По № — бы мо И 
М М № № 5» (6) Vg? 

когда М, а вместе с ним и №’, стремится к со. Тем самым 
лемма доказана. 

Отношение объемов 

y = VelVu 

в теории методов Монте-Карло называют эффективностью 
отбора, так как в среднем для получения одной точки в Ц 
приходится рассмотреть 1/у точек в П. При у < 1 метод 
отбора становится малоэффективным. 

Глава 2 

ВЫБОР КРИТЕРИАЛЬНЫХ ОГРАНИЧЕНИЙ 

Задачи проектирования в действительности многокрите- 
риальны: чем больше критериев качества вводится в рас- 
смотрение, тем более полную характеристику достоинств 
и недостатков проектируемой машины можно получить. 
Однако, техническое задание на разработку машины с ука- 
занием требований, предъявляемых к ней, — это еще не 
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математическая задача. Сформулировать корректную ма- 
тематическую задачу в реальных условиях достаточно 
трудно. 

Именно эта ситуация рассмотрена в разделе 2.1, а в 
разделе 2.2 изложена методика [17, 2], позволяющая 
конструктору © помощью ЭВМ выбирать разумную по- 
становку задачи. Мы считаем нужным подчеркнуть ори- 
гинальность этой методики, так как обычно ЭВМ ис- 
пользуется только для решения математических задач, 
а постановка задачи предполагается вне математики. 

Некоторые особенности предложенной методики об- 
суждаются в разделе 2.3, а пример ее использования 
приведен в разделе 2.4. 

2.1. Исходные данные 

Предположим, что задана математическая модель иссле- 
дуемой или проектируемой системы, и модель эта зависит 
от п параметров ©, ..., а. Слова «задана математиче- 
ская модель» означают, что имеются формулы (или го- 
товые программы), позволяющие по заданному набору а,... 
..., р Вычислить любые интересующие нас характери- 
стики системы. Сами @.,..., @„ могут быть естествен- 
ными физическими величинами, например, массами, ра- 
диусами, жесткостями и т. п., или, если единицы измере- 
ния этих величин фиксированы, могут считаться безраз- 
мерными. Если функционирование системы описывается 
дифференциальными уравнениями, то в качестве пара- 
метров можно выбирать коэффициенты или начальные зна- 
чения этих дифференциальных уравнений. 

Пространство параметров. Пространством парамет- 
ров называется п-мерное пространство, состоящее из точек 
А с декартовыми координатами (%.,..., а). Таким об- 
разом, каждой точке А пространства параметров соответ- 
ствует конкретный набор параметров (а, ..., с.) и на- 
оборот. 

Как правило, проектировщики могут указать ра- 
зумные пределы изменения каждого из параметров, ко- 
торые мы будем называть параметричесвкими ограниче- 
HUAMU 

af < ay < aj* Gj = 1,2, ..., n). (1) 

Ограничения (1) выделяют в пространстве параметров 
параллелепипед (рис. 2.1). П = {А | (1)}, объем кото- 
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рого (п-мерный объем) равен произведению 

Уд = (a;* — ar) ... (az — а*). 

В дальнейшем нас будут интересовать только точки А, при- 
надлежащие П: им и только им соответствуют системы, 
параметры которых удовлетворяют ограничениям (1). 

Так как наш метод основан на зондировании паралле- 
лепипеда П конечным числом пробных точек, то без не- 

on обходимости расширять rpa- 
on? ницы (1) не рекомендуется: при 

этом объем возрастает, и для 
просмотра может потребовать- 
ся больше точек. 

Функциональные ограничес 
ния. Кроме параметрических 

  

с * ограничений обычно в усло- 
вия задачи включаются фиун- 

0 &, <, %, кциональные ограничения 

Рис. 2.1. Параллелепипед Н cr < jh, (A)< cr 
в пространстве параметров (1=14,2, ..., 9. (2) 

Здесь } (А) — некоторые функции от параметров А = 
= (а.,..., @.). Они могут быть заданы явно. Но если, 
например, функционирование системы описывается диф- 
ференциальными уравнениями, то {; (А) часто представ- 
ляют собой функционалы, зависящие от интегральных 
кривых этих уравнений. Мы предполагаем, что все функ- 
ции / (А) непрерывны в П. 

бозначим через С подмножество параллелепипеда 
П, состоящее из точек А, удовлетворяющих ограничениям 
(2) (рис. 2.2): 

G = {A | (1), (2)}. 
Множество G, вообще говоря, может быть любым замк- 

нутым множеством. Единственное ограничение: объем 
С должен быть положительным (Ус >> 0). 

С математической точки зрения требования, предъявляемые 
к С, должны быть несколько более жесткими: множество @ должно 
совпадать с замыканием множества своих внутренних точек. Именно 
это требование обеспечивает отсутствие в С компонент меньшей раз- 
мерности, чем п. 

Однако с точки зрения практики последнее требование излишне: 
такого положения всегда можно добиться сколь угодно малым изме- 

+ re нением величин с} и (или) с}. 
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x, 4 
On A п &,(4)- 3" , 

x 
(46, 

2(1)=6;* 

0 XK, 0 x, 

Рис. 2.2. Множество С в параллелепипеде П 

Рис. 2.3. Множество допустимых точек р 

Можно сказать, что требование Ус >0 исключает 
из рассмотрения задачи с функциональными ограниче- 
ниями в форме равенств, например, ] (А) = с. 

Впрочем в некоторых случаях удается разрешить си- 
стему ограничений вида 

Н (а, ..., On) = C; (I= 1,2, ..., ¢, t<n), 

%; = Ф; (@1,..., 1} Слл + - +> C2) G=t+1,...,n). 

Тогда можно рассматривать задачу в t-MepHOM простран- 
стве параметров (01, ..., 0) без этих ограничений, а зна- 
чения 01,..., бд Считать известными функциями а; == 
= ф; от @1,..., 9. 

ритерии качества. Критерием качества называется 
характеристика системы, которая связана с ее качеством 
монотонной зависимостью. Иными словами, при прочих 
равных условиях система тем лучше, чем больше (меньше) 
критерий. 

Для простоты записи мы всюду в дальнейшем будем 
предполагать, что все заданные критерии Ф, (А),...,Ф, (А) 
желательно уменьшить: 

Ф, (А) — min. 

Следовательно, чем: меньше Ф,(А), тем лучше система 
(при прочих равных условиях). 

Формально, любой критерий можно привести к та- 
кому виду, заменяя, если это нужно, Ф, на 1/Ф., или на 

19



—Ф.. Однако делать это совсем не обязательно: конструк- 
тору удобнее оперировать привычными реальными ве- 
личинами. А как видно будет из дальнейшего, алгоритм 
выбора критериальных ограничений легко реализовать 
и тогда, когда некоторые из критериев желательно мак- 
симизировать. Относительно функций Ф, (А) мы также 
будем предполагать, что они непрерывны в П. 

Сформулировать математическую оптимизационную 
задачу при наличии нескольких критериев качества сов- 
сем непросто, ибо критерии эти часто противоречат друг 
другу. Например, уменьшая вес машины (что часто очень 
желательно), мы в то же время уменьшаем ее прочность 
(что как раз не желательно). Или, чрезмерное снижение 
стоимости изделия может обернуться ухудшением других 
его качеств. 

Иногда полагают, что все дело в удачном выборе ре- 
шающего критерия качества Ф (А), который «должен» 
соединить в себе (то есть учесть) значения и важность каж- 
дого из индивидуальных критериев WD, (A), ..., Ф, (А). 
Однако замена нескольких критериев единым — проб- 
лема сложная и не всегда разрешимая. В большинстве 
реальных задач такой подход себя не оправдывает, так 
как при грубом выборе Ф (А) решение математической за- 
дачи об отыскании точки А, в которой 

Ф(А) =шшФ(А), 
AGG 

оказывается практически плохим из-за того, что некоторые 
из значений Ф., (А) превышают допустимые (по мнению 
проектировщиков) пределы. Чтобы избежать такой си- 
туации необходимо ввести критериальные ограничения 

Ф, (А) < Фу" (у=1,2,..., ®.. (3) 

Критериальное ограничение Фу” — это худшее зна- 
чение критерия Ф, (А), которое проектировщик считает 
приемлемым. 

Пусть ) — множество точек A, которые удовлетво- 
ряют всем ограничениям (1), (2) и (3) (рис. 2.3): 

р = {А | (4), (2), (3)}, 

так что ДС: ас П; если множество О непусто, то оно 
замкнуто. Естественно назвать 2) множеством допустимых 
точек, ибо если сформулировать задачу об отыскании 
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точки АД такой, что 

@ (A) = min (A), (4) 
AED 

то решение этой задачи всегда существует и конструктора 
устраивает: как бы ни был выбран решающий критерий 
Ф (4), все значения Ф, (А) удовлетворяют ограниче- 
ниям (3). 

Таким образом, мы видим, что главная трудность при 
переходе к математической задаче (4) состоит в выборе 
критериальных ограничений Ф, ** и в обеспечении не- 
пустоты множества допустимых точек О). Требования, 
предъявляемые нами к множеству О, такие же, как тре- 
бования к множеству С (см. выше «Функциональные or- 
раничения»). 

По нашему убеждению, обоснованный выбор критери- 
альных ограничений невозможен без предварительного 
исследования системы: необходимо определить возмож- 
ности системы по каждому из критериев в области С и, 
в частности, представлять себе диапазоны изменения каж- 
дого из критериев. В следующем параграфе изложен чис- 

ленный алгоритм, позволяющий выбирать ФУ в про- 
цессе диалога конструкторов с ЭВМ, гарантируя при этом 
непустоту множества D. 

2.2. Диалоговый алгоритм . 

В основе нашего алгоритма лежит численное исследо- 
вание (зондирование) пространства параметров проекти- 
руемой системы. Исследование проводится в три этапа. 

1-й этап: составление таблиц испытаний. Этот этап 
выполняется ЭВМ без вмешательства человека. После- 
довательно выбираются М пробных точек 4,1, ..., Ам, 
равномерно расположенных в С (как это делается см. ни- 
же). В каждой из точек А; рассчитывается ‚система и вы- 
числяются значения всех критериев Ф, (4;),..,Ф, (А). 
По каждому критерию составляется таблица испытаний, 
в которой значения Ф, (4А,),..., Ф, (Ам) расположены 
в порядке возрастания 

Ф, (Аз) < Ф, (А,) <... <, (Ain) (5) 

HW yKasaHbl HOMepa i), ie, . . ., in COOTBETCTBYIOMUX NPOOHHX 
точек (свои для каждого у). Такие таблицы представляют 
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собой аналог статистических вариационных рядов. Как 
следует из разд. 1.1, при М№ -—> со наименьшее значение 
@, (A;,) стремится к шш Ф, (А), а наибольшее — 

AGG 
@, (Aiy) — стремится к шах Ф, (А). Но таблица испыта- 

AEG 
ний показывает не только приближенные значения мак- 
симума и минимума Ф, (А) в области G: по таблице можно 
судить о частоте тех или иных значений Ф, (А). 

Фрагменты настоящих таблиц испытаний приведены 
в табл. 2.3 (на с. 33). 

2-й этап: выбор критериальных ограничений. Этот 
этап предполагает вмешательство проектировщика. Про- 
сматривая поочередно каждую из таблиц (5), он должен 

назначить ограничение Dy для каждого критерия. 
Стоит подчеркнуть, что наш диалог очень удобен для 

проектировщика: он не должен «комбинировать», умень- 
шая одни критерии за счет других; ему показывают одну 
таблицу испытаний и предлагают назначить одно огра- 
ничение; затем повторяют то же с другой таблицей испы- 
таний. Конечно, конструктор заинтересован в том, чтобы 

все ФУ* были по возможности меньше, но он понимает, 

что если выбирать Ф/** неоправданно малыми, то множест- 
во допустимых точек окажется пустым... 

3-й этап: проверка непустоты Ш. Этот этап также вы- 
полняется автоматически, без вмешательства человека. 
Фиксируем какой-нибудь из критериев, например, 
Ф, (А), и рассмотрим соответствующую ему таблицу ис- 
пытаний (5). Пусть $ — количество значений в этой таб- 
лице, удовлетворяющих выбранному критериальному ог- 

раничению Ф\*, так-что 

Ф, (44) <... <Ф, (4) < 9% 
Путем перебора значений всех критериев в точках А;,,... 
.... А: нетрудно проверить, есть ли среди этих точек 
хотя бы одна такая, в которой справедливы одновременно 
все неравенства (3) 

Ф, (Aj) < Фу (у — 1, 2, .. о) Е); 

(при у = 1 можно, конечно, не проверять). Если такая 
точка А;, существует, то множество Р, определенное не- 
равенствами (4),' (2) и (3), непусто, и задача (4) разрешима 
(при любом выборе Ф!). 
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В противном случае следует вернуться ко второму 
этапу и потребовать от конструктора уступок при назна- 
чении Ф**. Если такие уступки невозможны, то не- 
обходимо вернуться к первому этапу и увеличить коли- 
чество М пробных точек, чтобы повторить второй и третий 
этапы с таблицами испытаний большего объема. 

Наконец, если при неоднократном увеличении N 
точки А ‚,„ принадлежащие р, не обнаруживаются, то 

есть все основания считать, что выбранные критериальные 

ограничения Ф“* несовместны. Конечно, нельзя катего- 
рически исключить возможность того, что в некоторой точ- 
ке 4’, отличной от всех пробных точек A,,..., Ay, BCE 
неравенства (1), (2) и (3) выполнены; однако, если даже 
такая точка А’ существует, то ее окрестность, в которой 
эти неравенства сохраняются, очень мала (объем ее поряд- 
ка4 Ус/М) и практически система, соответствующая точ- 
ке А’, будет неустойчивой (не конструктивной). 

Замечание. Можно сказать, что на’ первом эта- 
пе вычисляется матрица критериев | Ф, (А;) |, размер 
которой & Хх №, и ЭВМ просматривает по одной все k 
строк этой матрицы. На третьем этапе ЭВМ просматри- 
вает $ столбцов этой же матрицы. 

Выбор пробных точек. Во всех расчетах мы использо- 
вали точки ЛП.-последовательности О’, О1,...0;:,..., 
сведения о которых изложены в Добавлении. Согласно 
Лемме 41 из раздела 1.2, мы по декартовым координатам 
очередной точки 

О; — (4:, | qi, n) 

вычисляем декартовы координаты точки А@) = (a, .. 

..., @2), принадлежащей параллелепипеду П 

о = ой -| (0* — 0%) 4; (=1, 2, 120, M)- (6) 

При А = А® рассчитываем проектируемую систему и 
проверяем выполнение функциональных ограничений (2). 
Если они выполнены, то точка А = А©® отбирается в ка- 
честве пробной точки в С и вычисляются все Ф, (A); 
в противном случае точка А = А® отбрасывается. Ис- 
пользуемые на первом этапе пробные точки 4.,..., Ам — 
это первые М отобранных таким образом точек. Согласно 
лемме 2 из раздела 1.2, эти пробные точки при М -> oo 
образуют последовательность, равномерно распределен- 
ную в С. 

23



Пусть №’ — количество точек 4 в Ц, которые надо 
проверить для того, чтобы отобрать № пробных точек 
в а. Так как №М/М’ = Ус/Унп = % (см. раздел 1.2), то №’ — 
А М№/у. 

Пусть т — время расчета системы в одной точке А®, 
а Гм — полное время расчета № пробных точек в С. 
Из равенства Гм = №5 получаем, что 

Ty = Nt/y. (7) 

На практике величины тиф, входящие в формулу (7), 
численно оцениваются по сравнительно небольшому ко- 
личеству испытаний. После этого формула (7) позволяет 
оценить время Гм, необходимое для составления таблиц 
испытаний любого заданного объема №. При решении 
сложных задач объем таблиц испытаний Л обычно огра- 
ничен из-за ограниченности машинного времени Гм. Од- 
нако следует иметь в виду, что если выбираются парамет- 
ры машины, предназначенной для серийного производства, 
то любые (разумные) затраты времени Гм будут оправданы. 

Нередко задают «конкретный» вопрос: каким должно 
быть №? Однозначно ответить на такой вопрос нельзя: 
это зависит не только отти 1, входящих в формулу (7), 
но и от характера изменения функций Ф, (А). Во многих 
решавшихся нами реальных задачах, связанных © проек- 
тированием различных машин, достаточно было выби- 
рать М’ = 128 или №’ = 256 — даже при количестве 
параметров п, достигавшем 30. В некоторых задачах, где 
время т расчета одного варианта малб, количество испы- 
таний доводилось до №’ = 4096, хотя существенных уточ- 
нений это, как правило, не давало. 

Напротив, в двух сложных задачах пришлось ограни- 
читься значениями М’ ^— 60; и хотя при этом М были всего 
лишь около 20, полученные результаты вызвали у проек- 
тибовщиков большой интерес. 

Поеледовательность Ох. На третьем этапе мы находим 
не одну, а 4 точек, принадлежащих О. Очевидно, 4 < №. 
Множество этих точек обозначим через Ом. 

Способ построения и отбора точек Ву (см. лемму 2, 
раздел 1.2) гарантирует, что 4 -> со, когда М -> oo, и по- 
следовательность этих точек равномерно распределена в О. 

Эти точки чрезвычайно полезны для последующего ре- 
шения оптимизационной задачи (4). Об этом подробнее 
сказано в гл. 3. 
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На схеме изображен диалоговый алгоритм. Последний 
блок, приведенный под названием «оптимизация», обсуж- 
дается в гл. 3. 

2.3. Некоторые особенности алгоритма 

Функциональные ограничения и псевдокритерии. При тра- 
диционном подходе к многокритериальным задачам неред- 
ко пытаются сократить количество критериев, заменяя их 
функциональными ограничениями. Например, встре- 
чается рекомендация выбрать один из критериев в каче- 
стве решающего, а на остальные наложить ограничения 
(при этом предполагается, что эти ограничения задаются 
априорно, хотя, как мы уже отмечали, обоснованно за- 
дать их совсем непросто). 

С точки зрения нашей методики выгоднее поступать 
наоборот: если функциональное ограничение 

с < р (А) <&* 

не абсолютное, т. е. если конструктор допускает, что cy 

и (или) с” могут быть изменены, то стоит вместо этого 
ограничения ввести псевдокритерий, например, 

Фи = hi (A). 

Это не критерий, ибо здесь нет монотонной зависимости от 
качества. Однако разумные ограничения для Фуа (А) 
можно будет выбрать, изучив таблицу испытаний этой 
величины. 

Если по мнению конструктора значение с; для величи- 
ны (А) было бы «весьма хорошим», то в качестве псевдо- 
критерия удобно ввести величину 

Фа =} (А) — в |. 
Тогда для Ф,.: можно будет выбрать лишь одностороннее 

ограничение вида Ф,.: (4)`< Фёй, и при этом окажется, 
что 

* %*% ee 8 + 
Cy = 9 — Dir, cy =e, + Dyer. 

Возможность использования псевдокритериев важное 
достоинство данного метода. Во-первых, это позволяет 
во многих случаях выбирать не произвольные, а обосно- 
ванные функциональные ограничения. Во-вторых, когда 
количество априорных ограничений уменьшается, то уве- 
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личивавтся объем области @ и вмебте 6 ним BOSpacraét 
величина '\, входящая в формулу (7). 

Параметрические ограничения и псевдокритерии. Мы 
всегда считаем, что параметрические ограничения (4) 
жестко заданы. Однако в некоторых случаях -конструк- 
торов интересует возможность сужения основного парал- 
лелепипеда за счет уменьшения вариации каких-нибудь 
из параметров. 

Для исследования таких вопросов можно использовать 
те же расчеты, описанные в $ 2.2, если предварительно 
включить исследуемые параметры в число псевдокрите- 
риев. 

Пусть, например, ставится вопрос: чем придется по- 
жертвовать, если ограничить изменение Gp, так, что 

ой За, < ар, где а, < 9"? В этом случае следует 
ввести псевдокритерий Ф,., = а,. Введя «критериальное» 

ограничение Dj, = Ap, мы получим множество допу- 
стимых точек О’, соответствующее ограниченному изме- 
нению ©, и сможем сравнить наилучшие пробные точки 
в )’с наилучшими пробными точками в ДО. 

О таблицах испытаний. Таблицы испытаний нередко 
встречаются в инженерной практике. Особенность ис- 
пользуемых нами таблиц в том, что испытания равномер- 
но распределены в области С пространства параметров. 
Благодаря этому таблицы позволяют получить правильное 
представление о распределении значений каждой из функ- 
ций Ф, (А) при А = С и гарантируют достаточно подроб- 
ный просмотр любой наперед заданной части С@, когда 

— ©. 

Если количество пробных точек М№ велико, то вместо 
просмотра всей таблицы испытаний (см. формулу (5)) 
можно ограничиться просмотром ее части, содержащей М 
наилучших значений (М < №: 

Ф, (А,) < Ф, (А,) <... < Ф, (А). 

Такую таблицу мы называем усеченной таблицей испыта- 
ний. Чрезмерное усечение таблиц может оказаться причи- 
ной пустоты множества О; но это будет обнаружено на 
третьем этапе диалога и тогда, возвращаясь ко второму 
этапу, следует увеличить объем таблиц. 

Нормированные критерии. Предположим, что все рас- 
сматриваемые критерии Ф, (4) строго положительны: 
Ф, (А) > 0. Обозначим наилучшее значение Ф, в (5) 
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через DY vy =Ф, (4А,). Если вместо Ф, (А) расёматри- 
вать нормированный критерий 

dy (A) = Ф, (А)/Ф в, 
то вместо (5) получим таблицу испытаний вида 

1<^, (А,) <^ (А, <... My (А). (8) 

Выбор критериальных ограничений можно осуществлять 
по таблицам вида формулы (8), которые позволяют ориен- 
тироваться на относительные изменения значений кри- 
териев. 

Необходимо, однако, подчеркнуть, что такая норми- 
ровка может считаться обоснованной только тогда, когда 

М достаточно велико, и значение @ м достаточно близко 

к & = шшФ, (А). Это же замечание относится к другим 
AGG 

возможным способам нормировки критериев. 

2.4. Пример: оптимизация параметров редуктора! 

Исходная модель. В качестве исходного был выбран ре- 
ально существующий механизм — одноступенчатый ре- 
дуктор [6]. Редуктор состоит из двух косозубых шеврон- 
ных колес в подшипниках скольжения (рис. 2.4). Модель 
имеет б степеней свободы. Обобщенные координаты: 
т, L4 — углы поворота колес Г и [] (в направлении вра- 
щения); х., х; — перемещения колес Ги ПП в направлении 
линии зацепления; 13, 2 — перемещения подшипников 
колес Ги ПП внаправлении линии зацепления. Источником 
возмущающих сил считается накопленная погрешность А 
колеса | с амплитудой 410 мкм. 

Колебательные процессы в редукторе описываются 
системой обыкновенных дифференциальных уравнений 

тай: -- сълу + Е = — сы А, 

тэ -- с1(5. — 13) + сви - (20—13) + К = — в. А, 

тзёз — с1(5, — 23) -- сз7з — Ё1(#5 — #3) -- kets = 0, 3) oar 9 
M4La — CSoY — KeloY = CeO, 

mt, + с2(т5 — 18) — сьу + К.(25 — 28) — К = сз А, 

Meg — Co(X_ — Xe) + Cyte — h(t, — Fe) + Kate = O. 
  

4B диалоге с ЭВМ участвовал специалист по динамике машин 
П. И. Зинюков. 
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Рис. 2.4. Динамическая модель редуктора 

Здесь г!, г. < радиусы основных окружностей колес 1 
и П; т, т. — их моменты инерции; т., ть — их массы; 
Ms, Тв — массы подшипников колес Ги [1]; с1, с› — жест- 
кости колес [ и II; cs, с. — жесткости стула подшипников 
колес Ги 1]; с; — жесткость зацепления; у = г.х. -- 
-- х, — т.т. — ты Ё; — коэффициент демпфирования в 
соответствующей жесткости. 

Численные значения всех параметров приведены 
в табл. 2.1. Значения Ё; указаны при двух частотах ] 
(в герцах), так как предполагается, что п А; есть линей- 
ная функция от }. 

Накопленная погрешность А представляется в виде 
А = Л, зшт 2лН, где { — частота вращения колеса 1 — 
меняется в рабочем диапазоне }н.ч < {< он; пред- 
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Фаблица 2.4 

Параметры исходной модели 
  

Параметры $ =1 2 3 4 5 “i=6 

  

т; 2 кгм? | 300 кг | 300 кг [75кгм? £000xr| 300 кг 

109 с; [н/м] 0,50 0,25 0,50 10,50 | 3,0 — 
“Cc 

10° ki; (50)| "| 0,500 | 0,250 | 0,467 | 0,467] 0,500} — 

10°%,(450)] = | 0,167 | 0,083 0,056 | 0,036] 0,467, — 

г; [мм] 91,41 355,74 — — — —             
полагается, Что [нач = 5 гц, Гон = 300 гц. При каждом 
фиксированном } установившееся решение системы (9) 
ищется в виде т; = а, зш (221 -- 1). 

По имеющимся программам на ЭВМ вычисляются 
амплитудно-частотные характеристики а;(]) при 1 < {< 
< 6, ускорения и;(/) (в децибеллах) при 1 <} < 6 и ди- 
намические усилия Р;(]) в жесткостях с; при 1 <1<5. 
Вычисляются также собственные частоты системы (9) 
при А =0Оий{; = 0. 

В качестве варьируемых рассматривались 11 парамет- 
ров: 

(a, ee oy C11) = (™,, eo ® 09 Тв, C1, eo 0 09 C;). 

Критерии качества. Редуктор был построен для виб- 
роакустических исследований. Одна из основных задач 
такого исследования — снижение виброактивности по 
различным выходным характеристикам, в различных точ- 
ках механизма, на различных частотах. Естественно, что 
задача эта оказалась многокритериальной. Проектиров- 
щиком были сформулированы 14 критериев Ф,, значе- 
ния которых желательно уменьшить. 

Для сокращения записей введем обозначения 

Ткон 

—__! \ F (f)df, maxF = max F(f). 
fron — Saas foam ° нач «кон 

Е = 

Тогда нетрудно записать все критерии: 
а) средние и максимальные значения амплитуд переме- 

щений (в микронах) подшипников колес Ги П соответ- 
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ственно: 

Ф, =а4., Ф. = шах а., Ф. = 4%, Ф, = шах 45; 

6) средние и максимальные значения амплитуд уско- 
рений (в децибеллах) подшипников колесе Ги П соответ- 
ственно: 

O, = iz, De = max Uz, Ф; = йв, Ф, = шах ив; 

в) средние и максимальные значения амплитуд дина“ 
мических усилий (в ньютонах), передаваемых с под- 
щипников колес [ и [ на фундамент: 

Dy = Р., Фи = max Ps, O14 = Ра, D2 = max Р.; 

г) масса деталей вращения: Ф.; = т, | т; 
д) число собственных частот, попавших в рабочий диа- 

пазон 

нач < [< from — Фа. 

Нроектировщик высказал также предположение, что 
первые 12 критериев могут быть разбиты на тройки кри- 
териев, примерно равноценных. Нервая тройка состоит 
из наиболее важных критериев Ф,, Ф;, Ф,; вторая — из 
критериев Ф., Фе, Ф,,; третья — из критериев Ф., Ф., 
Ф,,; и, наконец, четвертая — из наименее существенных 
критериев Ф,, Ф,, Ф,.. Как мы увидим в дальнейшем 
(разд. 4. 2), расчеты в основном подтвердили это предпо- 
ложение. 

Составление таблиц испытаний. Допустимые пределы 
варьирования каждого из параметров были указаны проек- 

Таблица 2.2 

Значения параметров 
  

  

            

% %7 ’ ms 
j ` as es a5 %416,j ° a; ay 

4 4 2 3 1,042 | 4,00 1,00 
2 150 | 300 450 360 360 375 
3 150 300 450 247 247 242 
4 50 75 100 94,6 400 100 
5 650 4000 1350 720 720 700 
6 200 300 400 210 200 200 
7 0,40 0,50 0,60 0,459 | 0,459 | 0,440 
8 0,20 0,25 0,30 0,275 | 0,275 | 0,263 
9 0,40 0,50 0,60 0,588 | 0,600 | 0,600 

40 0,40 0,50 0,60 0,599 | 0,600 | 0,600 
44 2 3 4 3,89 4,00 4,00 
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тировщиком так, чтобы отличие их от параметров исход- 
ной модели, приведенных в табл. 2.1, не превосходило 
20% —50%. Все значения <,* и &;** имеются в табл. 2.2; 
здесь же записаны координаты &.; точки 4А.:, соответ- 
ствующей исходной модели и помещенной в центр парал- 
лелепипеда IT. 

В параллелепипеде П было проведено 512 испытаний. 
Продолжительность одного испытания тл 1 мин на 
ЭВМ Минск-32. Мы приводим фрагмент таблиц испытаний 
(табл. 2.3), содержащий лишь начало, средний участок 
и конец таблиц для первых семи критериев. 

Первый диалог с ЭВМ. Целью этого диалога было вы- 
яснить, существуют ли модели, не худшие, чем 4, по 
всем 14 критериям? Иными словами, в качестве крите- 

риальных ограничений Ф** были выбраны значения, со- 
ответствующие точке 4:, то есть Ф\* = Ф, (4,) при 
всех %. 

В таблице испытаний оказалось неожиданно много 
таких точек — 45. Нричем нетрудно было заметить, что 
среди этих точек много существенно различных. Вероят- 
но это связано с тем, что перед конструкторами редуктора 
не ставилась задача оптимального проектирования: 
нужна была «достаточно хорошая» работающая модель. 

Второй диалог с ЭВМ. Обычно считается очень жела- 
тельным уменьыпение количества резонансов в рабочей 

зоне. Исходя из этого, было решено сохранить все WM," 
при 1 << 13 и уменьшить Ф*" до минимального зна- 

чения шш Ф..(А;) =2, то есть выбрать Ф\“ = 2. 
Количество пробных точек, удовлетворяющих новым 

критериальным ограничениям, сразу резко уменьшилось 
до четырех — Аз1в, Азоо, Алле, Адзд (табл. 2.4). Ни одна из 
этих точек не является наилучшей по всем. четырнадца- 
ти критериям °. 

Выбор наилучшей пробной точки. Эта, вообще говоря, 
сложная задача (см. гл. 3), решается в рассматриваемом 
случае очень просто: сравнивая значения критериев для 
найденных четырех точек, легко заметить, что точка 
Ав — наилучшая по всем критериям, кроме ®,, Ф. 
и Ф,;, причем значения Фх (Ал) и Ф.(А.1в) отличаются от 
наилучших всего на 0,3%. Из табл. 2.5 видно, что точка 
  

2 Все четыре точки приближенно эффективны в смысле определе- 
ния, приведенного в гл. 3. 
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"Габлица 2.4 

Значения Ф,, (4,;) в четырех точках 
  

$ v=1 2 3 4 5 6 q 

              
216 | 2,55 | 8,07 0,714 3,22 70,6 91,1 60,7 
390 | 3,47 | 9,28 0,903 2,43 72,9 93,3 | 63,0 
416 | 1,46 | 3,13 | 0,663 1,96 66,9 91,1 60,9 
484 | 1,99 | 5,43 | 0,740 2,30 69,7 90,8 62,0   

Аалв оптимальна среди всех 512 пробных точек по крите- 
риям ©, un Ф,; из первой группы и по критерию Ф, из 
второй группы. Из табл. 2.3 видно также, что она входит 
в число двадцати наилучших по критериям Ф., Ф; и Ф.. 
Поэтому наилучшей пробной точкой была объявлена точ- 
ка Ав. Значения координат этой точки приведены в 
табл. 2.2. 

Улучшение точки ..1в. Сравнив координаты точки 
Age © границами параллелепипеда П (см. табл. 2.2), не- 
трудно заметить, что шесть из координат близки к грани- 

цам П, а rears 0416,19 0416, a1 “416, 6, 416,9, 0416,10 И 0416,11 
близки к ол, a*, ak, at, ony , Gi. B coorsercrsun c pe- 
комендацией, высказанной в конце раздела 3.1, была 
рассчитана пробная точка А’, у которой эти шесть коор- 

Таблица 2.5 

Значения критериев 
  

  

y | min @(4;) | ®y (Ar) | шах Фу(А;) | Фу (Аше) | By (A’) | Dy (A) 

4 1,46 3,99 10,04 1,46 1,37 1,29 
2 3,413 12,97 34,24 3,13 2,98 2,66 
3 0,530 1,389 3,450 0,663 0,577 0, 578 
4 1,31 4,37 17,52 1,96 1,43 1,38 
5 66,9 75,14 82,7 66,9 66,3 66,0 
6 88,6 103,7 111,8 91,1 90,3 89,9 
7. 58,4 67,0 74,5 60,9 59,9 60,0 
8 77,1 91,8 106,1 87,3 83,9 84,3 
9 664 2000 5452 861 825 117 - 

10 1502 6490 19550 1850 1796 4601 
44 231 697 1735 398 352 353 
42 568 ‘2186 10035 4175 948 845 
43 846 4300 4775 4080 4080 4075 
44 2 3 4 2 2 2            



  

8 9 10 11 12 13 у = 14 

      

91,6 1253 3978 426 1920 1025 2 
89,2 1502 4415 505 1355 983 2 
87,3 864 1850 398 1475 1080 2 
88,7 1054 2881 420 1302 1202 2               — 

динат заменены граничными значениями, а остальные сов- 
падают с координатами точки А 11в. Из табл. 2.5 видно, что 
по всем критериям точка А’ оказалась лучше точки Аалв- 
По-видимому, минимальные значения большинства из 
функции Ф, (А) достигаются на границе П. 

-поиск в окрестности .4’. Точка А’ была помещена 
в центр пятимерного параллелепипеда 

0,950; < а; < 1,05%; (=2,3, 5, 7, 8); 

значения 01, Ag, Ag, Ay, бло и 01 были закреплены. Вы- 
брав и рассчитав в этом параллелепипеде 128 пробных то- 
чек, мы убедились, что 

а) улучшить точку А’ по всем критериям невозможно; 
6) значения Ф, (4’) устойчивы при малых изменениях 

точки А в окрестности 4’; 
в) среди 128 пробных точек проектировщик выделил 

одну (с порядковым номером 67), которую следует считать 
наилучшей. Эту точку мы обозначим 4; координаты ее 
приведены в табл. 2.2, а значения Ф. (А) — в табл. 2.5. 

Так как численные значения MD, (A) сравнительно ма- 
ло отличаются от Ф, (4°’), то на этом поиск решено было 
прекратить. Оптимальной точкой была объявлена точка А. 
Из табл. 2.5 легко видеть, насколько улучшились значения 

` всех критериев Ф, (А) по сравнению со значениями Ф, (А\) 
для исходной модели. 

Замечание. Из табл. 2.4 видно, что если возникнет. за- 
дача об уменьшении массы редуктора, то наилучшее ре- 
шение придется искать не в окрестности точки . Алле, 
а в окрестности зо. 
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Глава 3 

ВЫБОР ПАРАМЕТРОВ 

После того как множество допустимых точек О определе- 
но традиционная схема выбора оптимальных параметров 
весьма проста: выбирается решающий критерий качества 
Ф (4) и формулируется задача об отыскании точки А та- 
кой, что 

Ф(А) =шш (А). 
Аер 

Координаты точки А и будут оптимальными параметрами 
Такая постановка задачи обсуждается в разделе 3.1. 

Однако весьма часто конструкторы не могут или не 
хотят вводить один решающий критерий: по их мнению, 
решение о выборе параметров должно приниматься с уче- 
том нескольких критериев, или даже всех Ф.,..., Ф,, 
а как сравнивать ценность различных критериев — не 
ясно. В этой ситуации приходится отыскивать множество 
возможных оптимальных точек, то есть решать гораздо 
более сложную задачу. Этому посвящен раздел 3.2. 

А в разделе 3.3 рассмотрен важный частный случай, 
когда заданы два решающих критерия, противоречащих 
друг другу, и вместо оптимальной точки следует опреде- 
лить так называемую компромисеную кривую. 

3.1 Один решающий критерий 

Мы не будем давать рецептов, как выбирать решающий 
критерий Ф (4): в разных задачах это делают по-разному 
[10]. Приведем только несколько, как нам кажетея, не- 
стандартных соображений. 

О роли Ф (4). В ходе расчета ряда задач мы обнаружи- 
ли, что после определения множества ДО, конструкторы те- 
ряли интерес к выбору функции Ф. Они утверждали, что 
любое решение, удовлетворяющее всем найденным в гл. 2 
критериальным ограничениям, является отличным реше- 
нием задачи. И в качестве «оптимальной» предпочитали 
выбрать по своему усмотрению одну из найденных точек 
(ср. пример в разделе 2.4). 

Конечно, с математической точки зрения такое решение 
нельзя назвать оптимальным. Но именно так нередко при- 
нимают решение на практике. 
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О выборе Ф (4). При использовании нашей методики, 
когда количество рассматриваемых критериев качества 
не ограничивается, трудно представить себе, чтобы ре- 
шающий критерий Ф не зависел ни от одного из Ф,,... 
.. + @,: так как Ф учитывает какие-то реальные (фи- 
зи ческие) характеристики проектируемой системы, то 
ничто не мешало нам включить их в число критериев каче- 
ства. В частности, решающий критерий может либо сов- 
падать с одним из Ф.,..., Фх, либо зависеть от несколь- 
ких из них, так что Ф = [Р (Ф,,..., Ф,). 

Нетрудно понять, что в этой ситуации изучение таблиц 
испытаний помогает выбрать зависимость Ё: при этом учи- 
тываются не только предварительные указания о роли каж- 
дого критерия, но и их действительные возможности. 

Пример. Иногда Ф выбирают в форме 

k 

Ф= >} cy@, (A), 
v=1 

где все с, > 0, а сумма их с. -|-...-- с» =1. Если из 
таблицы испытаний видно, что в пределах 2) изменение 
значений критерия Ф, (4) не существенны, то естествен- 
но положить в последней формуле с, = 0. 

О вычислении Ф (4;). Если решающий критерий Ф 
есть функция от Ф,,..., Фх, то, после выбора функцио- 
нальной зависимости Р, значения Ф (А;) во всех пробных 
точках 4;, принадлежащих 0), легко вычисляются по 
имеющимся значениям Ф, (А}): 

® (A;) = F (®,(Aj), . . ., ® (Aj). 

Следовательно, сразу после выбора Ф, не пересчитывая 
всей системы, мы можем найти значения Ф (4)). 

В гл. 2 доказано, Что последовательность Ом пробных 
точек, принадлежащих 0), представляет собой начальный 
участок последовательности, равномерно распределенной 
в О. Ноэтому значения Ф (4;) в этих точках очень по- 
лезны для численного решения задачи об отыскании 
шт Ф (А)- при АО. Можно воспользоваться любым мето- 
дом локального поиска экстремумов [8, 12, 18], выбирая 
в качестве начальных точек поиска все точки А;, принад- 
лежащие Ду или только лучшие из них. Если множество 2 
несвязно (см. рис. 2.3), то только такой глобальный под- 
ход может гарантировать, что поиск захватит любые ча- 
сти множества ВР. 
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Об использовании ЛП-поиска. При расчете ряда за- 
дач мы на этой стадии использовали простейший ЛП- 
поиск: несколько лучших (по мнению проектировщиков) 
точек из Ам помещались поочередно в центр малого парал- 
лелепипеда, в котором выбирались от 16 до 128 пробных 
точек. Если в какой-нибудь из этих точек, назовем ee A’, 
значение M (A’) оказывалось лучше, чем значение в центре 
(и при этом А’Е ДО), то иногда выбирался следующий па- 
раллелепипед с центром в 4’. Если какая-нибудь из коор- 
динат точки А’ оказывалась близко к границе II, To pas- 
мер малого параллелепипеда соответственно уменьшался. 

Общих рекомендаций на этот счет мы дать не можем. 
Однако если наилучшая точка А’ оказывается вблизи гра- 
ницы П, то мы считаем, что, как правило, имеет смысл 
сделать еще пробный расчет системы, передвинув эту 
пробную точку на границу П: наименьшие и наибольшие 
значения функций часто оказываются на границе. 

Мы не утверждаем, что в этих условиях ЛП-поиск эф- 
фективнее других методов поиска экстремумов: просто, 
все необходимое для его реализации (генератор пробных 
точек, алгоритмы просмотра и отбора) используется в гл. 2 
и, следовательно, имеется в отлаженном состоянии. 

4 

3.2. Несколько решающих критериев 
` 

Предположим теперь, что конструктор желает сам осу- 
ществить окончательный выбор параметров системы, при- 
нимая во внимание несколько важнейших критериев, 
например, Ф.,..., Фь, где, естественно, т < Ё#. В этом 
случае можно облегчить ему выбор, исключив из числа 
пробных точек, попавших в множество О, такие точки, ко- 
торые заведомо не могут оказаться, наилучшими. 

Эффективные точки. Пусть в п-мерном замкнутом мно- 
жестве Д заданы т непрерывных функций O,(A),... 
...., Фв(А). Условимся говорить, что точка А’ безуслов- 
но лучше, чем точка А, если при всех у =1,2,...т 

Dy (A’) < ® fA) 

и хотя бы при одном \ имеет место строгое неравенство. 
В этом случае можно также сказать, что точка А безуслов- 
но хуже, чем точка А’. 

Определение. Если не существует точки А’ ЕД, 
безусловно лучшей, чем А, то точка А называется эффек- 
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тивной 3; если существует точка А’, безусловно лучшая, 
чем А, то точка А называется неэффективной. 

Очевидно, при окончательном выборе параметров нуж- 
но принимать во внимание только эффективные точки: 
неэффективная точка не может оказаться наилучшей. 

Множество всех эффективных точек обозначим EL. 
Важнейшие свойства Ё сформулированы в известных тео- 
ремах 1 и 2. 

Теорема 1. Если множество О) замкнуто и все 
функции Ф\(А),..., Фи(А) непрерывны, то множество 
эффективных точев Е непусто. 

При доказательстве этой теоремы мы воспользуемся следующим 
простым свойством непрерывной функции f (A), определенной на 
замкнутом множестве: подмножество, состоящее из всех точек A, 
в которых ] (А) = с, либо пусто, либо замкнуто. В самом деле, если 
последовательность точек А!,...А;,..., в которых ] (А; = с, 
сходится к точке Ау, то из непрерывности } (А) следует, что } (Аз) = 
= с; следовательно, точка А, принадлежит тому же подмножеству. 

Перейдем к доказательству теоремы. Рассмотрим множество 
р: С О, состоящее из точек А таких, что 

Ф, (А)= пт Ф, (А). 

Это множество непусто. Если оно состоит из одной точки Ау, то эта 
точка эффективна, ибо в любой другой точке А’ значение M, (A’) > 
> Ф, (4%). В противном случае рассмотрим множество р. © Р:. 
состоящее из точек А таких, что , 

Ф, (A) = min ХФ, {A). 

1 

Множество О. также непусто. Если оно состоит из одной точки Ау, 
то эта точка эффективна (ибо в любой другой точке А’ = ЛР! значе- 
HHe @, (A’) > @, (Ay), a B любой точке А’е О — ГП, значение 
Ф, (А’) >> Ф, (4.)). В противном случае рассмотрим множество 
Дз С До, состоящее из точек А таких, что 

@, (A) = min Ф: (4) и т. д. 
2 

Если на каком-то этапе множество О; состоит из одной точки, 
то эта точка окажется эффективной. В противном случае мы придем 
к множеству Ди, состоящему из точек А таких, что 

Ф_ (4) = шш Ф (А. 
т AEGDmay " 

Докажем, что все точки множества Ши эффективные. Пусть 
Ay © Dm. Touxa А’е р — Dy, не может быть безусловно лучше, 
  

3 Эффективные точки в литературе называют также нехудшими или 
паретовскими (по имени В. Парето) [7, 11]. Мы сохраним назва- 
ние «паретовские» для обозначения образов эффективных точек 
в пространстве критериев. 
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Рис. 3.1. Множество допустимых точек Л и множество эффективных 
точек Ё в пространстве параметров и соответствующие множества 
возможных значений Л и паретовских точек Ё в пространстве кри- 
териев 

чем Ао, так как Ф, (А’)>Ф, (А.); точка А’е Р:—Ш, также не мо- 
жет быть безусловно лучше, чем Ау, ибо Ф. (А’)>Ф, (Аз); и т. д. 
Наконец, точка А’е Дж не может быть безусловно лучше, чем Ах, 
ввиду того, что Ф, (А’) = Ф, (А) при всех у = 1,2,...,т. 

Таким образом, непустота множества Е доказана. 
Пространство критериев. Рассмотрим т-мерное про- 

странство точек с декартовыми координатами (Ф|,... 
...), Фи). Каждая точка А пространства параметров ото- 
бражается в точку В = (Ф,(4),..., Фи(А)) простран- 
ства критериев. Множество всех точек В, соответствующих 
всевозможным 4 ЕД, назовем множеством возможных 
точек ) в пространстве критериев. Если выполнены ус- 
ловия теоремы 1, то множество В замкнуто. Если часть 
границы множества О определяется критериальным огра- 

ничением Ф, (А) < Ф»**, то соответствующая часть гра- 
ницы Д состоит из куска гиперплоскости Ф., = Dy". 

Множество всех точек В, соответствующих всевозмож- 
ным эффективным точкам А ЕЁ, назовем множеством 
паретовских точек Е. 

Нетрудно доказать, что паретовские точки расположе- 
ны на границе множества возможных точек Д (рис. 3.1). 
Это вытекает из следующего свойства, которое часто 
называют минимальным свойством эффективных точек. 

Теорема 2. Предположим, что множество Е не- 
пусто, точка А, ЕЕиФ, (Ао) = by npuv = 1,2,... 
.... Т. Для каждого фиксированного \ В, = шш Ф, (А), 
при условии, что АЕДРиФ, (А) = 6, при всех пи, от- 
личных от уч. 
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Доказательство. Фиксируем для определен- 
ности у = 1. Теорема утверждает (см. рис. 3.1), что 

ь by = min {D, (A) | Ф, (A) —6.,..., Фи (А) = b,,} (A = о). 

Если допустить противное: что в какой-то точке А’ зна- 
чение Ф, (А°') < &Ь, и в то же время все остальные значения 
@, (A’) = by, .. ., Dn (A’) = Om, то окажется, что точка 
А’ безусловно лучше, чем А; а это противоречит пред- 
положению об эффективности Ау. 

При любом другом фиксированном v рассуждения 
аналогичные, так что теорема 2 доказана. 

Заметим, что минимальное свойство представляет собой 
необходимый признак эффективности точки. Из рис. 3.2 
легко усмотреть, что этот признак, вообще говоря, не до- 
статочен: не только эффективные точки обладают этим 
свойством. 

Действительно, если и гипербола ВВ’В”, и отрезок 
В.В’ принадлежат изображенному на рис. 3.2 множеству 
возможных точек Д, то из всех точек отрезка лишь его 
конец В, будет паретовской точкой. Однако свойством 
минимума (по обоим критериям) обладают все точки A, 
отображающиеся в отрезок В.В’. 

В общем случае размерность множества паретовских 
точек Ё равна 7% — 1. Это видно из следующего рассужде- 
ния: фиксйровав произвольные возможные значения 
5.,..., бт, мы получим одну соответствующую им паре- 
товскую точку (61, 6.,..., бт), в котрой 6, определяется 
как Условный минимум Ф, (А). . 

$, А ФА 

  

  

  

  

  

    
0 $, 0 Ф, 

Рис. 3.2. Множество паретовских точек Ес изолированной точкой Во 

Рис. 3.3. К алгоритму исключения неэффективных точек. Прибли- 

женно паретовские точки обведены кружками 
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Приближенно эффективные точки. Нредположим те» 
перь, что в результате расчета, описанного в гл. 2, мы по- 
лучили конечное множество Ом, состоящее из 4 пробных 
точек А;, принадлежащих ШО, и в этих точках известны 
все значения Ф,,.(А;) приу =1,2,...,т. 

Определение. Точка 4; из Ом называется 
приближенно эффективной, если не существует такой точ- 
ки А} из Ом, которая была бы безусловно лучше, чем Д;. 

Множество всех приближенно эффективных точек из 
Ок обозначим Ем. Очевидно все точки из Ом, которые 
не принадлежат Ем, не эффективны и неэффективность их 
может быть обнаружена сравнением значений Ф, (A;) 
в различных точках. 

Простейший алгоритм выделения приближенно эффек- 
тивных точек. Пометим какую-нибудь точку А; из Ом. 
Сравнивая ее со всеми остальными точками из Ом, ис- 
ключим все точки А;, которые безусловно хуже, чем Ах. 
Затем из оставшихся точек выберем непомеченную точку, 
например, 4А,;, и пометим ее. Сравнивая ее со всеми остав- 
шимися точками (включая А;,), исключим те из них, кото- 
рые безусловно хуже, чем Д;, ит. д. После конечного чис- 
ла шагов останутся только помеченные точки. Докажем, 
что все оставшиеся точки приближенно эффективны. 

В самом деле, пусть А, — какая-нибудь неэффектив- 
ная точка из Ок —Ём. Значит, существует хотя бы 
одна безусловно лучшая, чем А,, точка А;. Если точка A; 
в процессе исключения уцелела, то, очевидно, точка А, 
была исключена: самое позднее — на том шаге, на котором 
выбиралась и помечалась точка A;. Если точка А; сама 
была исключена, то на том же шаге должна была быть ис- 
ключена и точка А, (так как если А; безусловно лучше, 
чем А;, а А; безусловно лучше, чем А ,, то А; также безус- 
ловно лучше, чем А,); опять же — при условии, что точка 
А, не была исключена еще раньше. 

Геометрическая интерпретация ‘этого алгоритма осо- 
бенно наглядна, если рассматривать изображения проб- 
ных точек в пространстве критериев (рис. 3.3.): выбрав 
точку А ;, мы исключаем все точки А;, образы которых по- 
пали в квадрант (в многомерном случае — гипероктант) 
с вершиной в точке В,, — образе точки А... 
  

$ То есть такие точки Ау, для которых при всех у Ф, (А,) < 
< Ф, (А) и хотя бы при одном \ = \, имеет место строгое нера- 

венство. 
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Рис. 3.4. Специальная -окрестность эффективной точки (а) и не- 
эффективной точки (6) | 

Используя приведенный алгоритм, нетрудно исклю- 
чить из множества Ом заведомо неэффективные точки 
и получить множество Ём, состоящее из 4, < 4 прибли- 
женно эффективных точек. Как правило, для поиска при- 
ближенно наилучших точек конструктор может ограни- 
читься изучением множества Ём. О возможных исключе- 
ниях из этого правила см. в замечании в конце раздела 3.3. 

О сходимости. В общем случае вопрос сходимости Ем к Е при 
М — со достаточно сложен. Мы ограничимся здесь сравнительно 
простой теоремой, которая тем не менее потребует введения специ- 
ального аппарата. Мы будем предполагать, что 

1°. Условия теоремы 1 выполнены; 
2°. Среди точек множества Ё нет двух таких, в которых все 

критерии совпадают. , 
Для каждой точки А, из Е определим специальную в-окрест- 

ность 5 (Ас, #), как множество точек А = Д таких, что при всех 
V= 1, 6, 2. oy mM 

Ф, (4) << ®, (Ao) + 8. (1) 
Пример такой окрестности при т = 2 изображен на рис. 3.4, а. 

Докажем, что при & -› 0 множества 5 (Ао, =) стягиваются к точ- 
ке А.. В самом деле, очевидно А, = © (Ао, г) при любом > 0. 
Если допустить, что точка А’ также принадлежит всем 5 (Ау, 2), 
то из (1) при = -> 0 получим, что Ф,, (А’) < Ф, (Ао) дляу = 1, 2,... 
..., №. Tak как точка А, эффективная, то отсюда вытекает, что 
Ф, (4А’) = Ф, (Ао) при всех %. Ясно, что этот вывод противоречит 
допущению 2^. 

Заметим, что если точка А’е Др — Е, то множество 5 (А’, г) 
может иметь весьма странный (для «окрестности») вид (рис. 3.4, 6)` 
и при & -› 0 не обязано стягиваться к АД’. 

Если точка А, = Ё представляет собой внутреннюю точку мно- 
жества Д, то можно построить шар с центром в А, столь малого ра- 
диуса, чтобы в. этом шаре | Ф., (А) — Ф, (Аз) | <= при всех v. 
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Тогда весь этот шар принадлежит 5 (Аз, 2), и объем (п-мерный) 
специальной #-окрестности положителен. 

Если точка А’, = Е представляет собой граничную точку мно- 
жества О, и в любой ее окрестности имеются внутренние точки О, 
то аналогичные рассуждения показывают, что объем S' (Ao, =) также 
будет положительным. 

Следовательно, если множество Р совпадает с замыканием мно- 
жества своих внутренних точек (как это предполагалось в гл. 2), 
то для любой точки А, е Е объем S (Ao, г) положителен. 

  

          

BrP (APE 

(А) 

Ф-$, (4, rE 

0 х, 0 

  

Рис. 3.5. Специальная г-окрестность в пространстве параметров и 
ее образ в пространстве критериев 

Напротив, если А, = ЕЁ — изолированная точка множества О, 
то при всех достаточно малых г множество 5 (Ау, #) содержит лишь 
одну точку Аи объем 5 (Ау, г) равен нулю. Так что, если не делать 
предположения о совпадении Л) с замыканием множества его внут- 
ренних точек, то положительность объема специальной окрестности 
5 (Ас, =) следует оговаривать особо. 

Теорема 3. Предположим, что выполнены требования 1° 
и 2°. Выберем любые точки A}, о A° из Е сокрестностями поло- 

жительного объема 5 (A°, 8)... 9 (А, 8). Можно указать такое 

№, что когда количество пробных точек М превосходит М, то 
в каждой из этих окрестностей найдется хотя бы по одной точке 
из Ем. 

Доказательство. Так как последовательность пробных 
точек равномерно распределена в С, то можно выбрать № столь 
большим, чтобы в каждую из $ фиксированных окрестностей попала 
хотя бы одна пробная точка. Тогда в каждой 5 (43, 8) найдется 

хотя бы одна точка А+; из Dy,. 
Если эта точка приближенно эффективна, то она и-будет иско- 

мой точкой из Ё у; в противном случае должна существовать дру- 

гая приближенно эффективная точка А;, = Ом,, безусловно луч- 
шая, чем Ai;. Но в этом случае Ф, (А;,) < Ф,, (А+), и точка 4; 

также принадлежит 5 (4% г). 

Следовательно, в каждой окрестности 5 (Ag, =) найдется прибли- 

женно эффективная точка из Оу, то есть точка из Ез,. 
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При дальнейшем увеличении М приближенно эффективная точ- 
ка А; может перестать быть таковой, но только в том случае, когда 

появится новая приближенно эффективная точка, безусловно луч- 
шая, чем А; . Вышеприведенное рассуждение показывает, что эта 

новая точка принадлежит той же специальной з-окрестносуя 
0 5 (А 5 8), что и точка Ai, Таким образом, утверждение теоремы 

полностью доказано. 

Замечание. В пространстве критериев специальной =- 
окрестности 5 (Аь, г) эффективной точки А. соответствует 
односторонняя пирамидальная окрестность паретовской 
точки В. = (Ф, (4.),..., Фъ (4%,)); на рис. 3.5 обе эти 
окрестности заштрихованы. 

3.3. Компромиесная кривая 

Особый интерес для практики представляет частный слу- 
чай, когда заданы два решающих критерия, т = 2. В этом 
случае множество паретовских точек представляет собой, 
вообще говоря, одномерное многообразие на плоскости 
и допускает удобное графическое представление. 

2, A @, А 
  

©
 

Mm me
         > — 

0 a $, 0 в 2, 

Рис. 3.6. Компромиссные кривые с разрывом (а) и с изолированной 
точкой (6) 

Компромисеная кривая. Множество паретовских точек 
в двухмерном пространстве критериев называют компро- 
миссной кривой. Хотя, строго говоря, это не всегда кри- 
вая: она может состоять из несвязных кусков и содержать 
изолированные точки (рис. 3.6). 

Легко, однако, доказать, что компромиссная кривая 
строго монотонно убывает в следующем смысле. Пусть В 
и В’— произвольные точки, принадлежащие компромис- 
сной кривой. Обозначим их координаты В = (6,, 6.), 
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B’ = (bj, 6.). Тогда, 

ecum 6, << bi, To b, > by. (2) 

В самом деле, если бы оказалось, что В, < ив, < 6, 
то прообраз точки В” был бы безусловно хуже, чем прооб- 
раз точки В, и не мог бы принадлежать множеству эффек- 
тивных точек Ё. 

Как следствие неравенств (2) можно сказать, что ком- 
промиссная кривая не содержит ни горизонтальных, ни 
вертикальных отрезков, и уравнение ее может быть пред- 
ставлено и в форме Ф, = и (Ф,), и в форме Ф, = v (M,). 

Приближенная компромиесная кривая. Алгоритмы, 
приведенный в предыдущем параграфе, позволяет среди 

$, А $, 1 
  

       
    

Фу
 

6 $, 0 
а 0 

Рис. 3.7. Пробные точки и приближенные компромиссные кривы е 
соответствующие рис. 3.6 

Приближенно паретовские точки обведены кружками 

4 пробных точек Ом отобрать конечное число 4, прибли- 
женно эффективных точек, составляющих множество Ем. 

Назовем приближенно паретовской точкой образ при- 
ближенно эффективной точки в пространстве критериев. 
Повторяя рассуждения, приведенные в предыдущем пунк- 

те, легко доказать, что если В=(В, 6.) и В’ = (6, 6.) — 
две приближенно паретовские точки, то справедливо 
свойство (2): если 6. << bi, To bg > 6.. 

Легко также проверить, что если В” -^ В, то и В, 5— b; 

и В, -2Ь. (ибо, в противном случае, один из прообразов 
точек Ви В’был бы безусловно хуже другого и не мог бы 
быть приближенно эффективной точкой). Следовательно, 
все приближенно паретовские точки можно упорядочить 
по возрастанию абсцисс или, что то же, по убыванию ор- 
динат. 
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Приближенной компромиссной кривой называется ло- 
маная, соединяющая по порядку все приближенно паре- 
товские точки (рис. 3.7). 

Из вышесказанного следует, что приближенная ком- 
промиссная кривая строго монотонно убывает, и уравнение 
ее может быть записано как в форме Ф, = им (Ф,), так 
и в форме Ф, = им (Ф,). Мы докажем, что когда количе- 
ство пробных точек М возрастает, то приближенная ком- 
промиссная кривая в некотором смысле приближается 
к точной компромиссной кривой. 

Теорема о сходимости. 
Теорема 4. Предположим, что множество П) замкнуто, 

и функции Ф, (А) и Ф. (А) непрерывны. Предположим, что множест- 
во Е или какая-то его часть, состоящая из тсчек со специальными 
окрестностями положительного объема, взаимоодногвначно отобра- 
жается на простую дугу компромиссной кривой. Пусть В = 
= (р, 65) — произвольная точка, расположенная внутри этой дуги. 
огда 

lim uy (b;) = be, lim vy (bo) = by. и им (01) 2 Ша ом (62) 1 

Доказательство. Мы будем доказывать только первое 
утверждение теоремы, так как второе доказывается в точности 
так же. 

Сперва докажем, что приближенная компромиссная кривая 
Ф. = их (Ф.) определена для фиксированного нами значения 6: 
при всех М > М.. В самом деле, обозначим 

b* = ша Ф! (А b* = шшФ. (А 
1 дер (4), 2 AED 2(4) 

и пусть приближенные значения минимумов равны 

Ф*, = min , (A), o* ..= min @, (A). 
1,N “" AcDy 1 (4) 2,N “" AEcDy a (A) 

* 
При М ->» со, как следует.из главы 1, Ф, | —> bY , oO М ->6 . Следо- 

, ^ 

вательно, при увеличении Л, среди точек последовательности Оу 

найдутся точки со значениями Ф, как угодно близкими К. bY и ©о 
* 

значениями Ф., как угодно близкими к 6.. Легко видеть, что точки 

множества Ру сминимальными значениями Ф, или Ф, приближенно 

эффективны и принадлежат Ех. Поэтому при М > М, среди точек 
Ех найдутся точки А; и А} со значениями, удовлетворяющими не- 

равенствам 

5+<Ф,(А)<ы BFK Dy (Az) < by. 

Tak Kak TouKa B mapeToscKan, TO D, (Ay) > В; и отрезок существо- 
вания приближенной компромиссной кривой Ф, (4;) < Ф, < Ф, (А;) 
накроет значение 61. 
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Рис. 3.8. К доказательству теоремы 4 

Выберем теперь сколь угодно малое число з >> 0 и докажем, что 
при всех М > М! > № 

| uy (61) —&|[<:. 

Для доказательства проведем на плоскости критериев 
(рис. 3.8, а) прямые Ф, = & —зи Ф. = 6 -- и построим кри- 
волинейный треугольник КСМ. В пределах полосы | Ф, — В, | < 
< = выше и ниже точки В выберем на дуге точки В’ и В", и пусть 
А’и А” — их прообразы в множестве Ё. 

Фиксируем 6 >> 0 так, чтобы специальные окрестности S (A’, ) 
и 5 (А”, 5) отображались внутрь КСМ. Согласно теореме 3 можно 
указать М, такое, что при всех М > М! в каждой из этих двух ок- 
рестностей найдется хотя бы по одной точке из Ву. Соответствую- 

щие этим точкам приближенно паретовские точки попадут в тре- 
угольные окрестности точек В’и В (рис. 3.8, 6). Как бы ни распо- 
лагались соседние с точкой В приближенно паретовские точки, они 
не могут выйти за пределы криволинейного треугольника K'L'M’, 
расположенного внутри КСМ. Следовательно, 

6. — «им (51) < 6 - =, 

что и требовалось доказать. 

Изучение приближенной компромиссной кривой. При- 
ближенная компромиссная кривая — ломаная, и поэ- 
тому всегда непрерывна. Если точная компромиссная 
кривая имеет разрывы, то при увеличении количества 
нробных точек можно обнаружить участки приближенной 
кривой, которые стремятся к вертикальным отрезкам, и 
приближенно оценить эти разрывы. 

Несколько сложнее выделить участки, на которых 
компромиссная кривая не определена: для этого одних 
приближенно паретовских точек недостаточно (cM. 
рис. 3.7, а). Лишь нанеся на график образы всех пробных 
точек, можно получить представление о форме области 
возможных значений D uw догадаться, Что на каком-то 
участке компромиссная кривая не существует. 
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Обнаружить нашим методом изолированную точку 
компромиссной кривой, как правило, нельзя, хотя изуче- 
ние расположения всех точек и в этом случае позволяет 
иногда догадаться, что, возможно, такая изолированная 
точка и существует (рис. 3.7, 6). - 
„м Впрочем, на практике обычно используют не участки 
приближенной компромиссной кривой, а лишь получен- 
ные приближенно паретовские точки, которым всегда от- 
вечают реальные приближенно эффективные варианты 
системы. 

Замечание. Пример, изображенный на рис. 3.7, 6, 
показывает также, что в некоторых задачах непаретовские 
точки (например, точки, расположенные в окрестности 
изолированной паретовской точки) могут представлять 
определенный интерес для конструкторов. Наша рекомен- 
дация: если в интересующей конструкторов зоне прибли- 
женно эффективных точек нет (или мало), то следует про- 
анализировать лучшие из неэффективных точек в этой 
зоне. 

3.4. Примеры расчета 
приближенных компромиссных кривых 

В этом параграфе. рассмотрены две простые задачи, в кото- 
рых компромиссные кривые могут быть найдены аналити- 
чески, и сосчитанные приближенные компромиссные`кри- 
вые сравниваются с точными. 

Аналитический подход [3]. Если функции Ф, (А) и 
Ф, (А) дифференцируемые, то можно попытаться найти 
геометрическое место точек соприкосновения поверхностей 
уровня Ф, (4) = в и Ф, (4) =Ь.. В таких точках 

grad ©, = —A grad Ф.. 

Последнее векторное уравнение равносильно п скалярным 
алгебраическим уравнениям 

дФ. (да; = —A0®,/da; (7 = 1, 2, eo 8 9 п), 

которые, вообще говоря, определяют кривую в простран- 
стве параметров: 

9: — Ф: (A), se 09 An = Dy (A). 

Если участок этой кривой, на котором A > 0, принадле- 
жит множеству О), то он принадлежит и множеству Е, 
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Е Рис. 3.9. Линии уровня 
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Например, на рис. 3.9, который соответствует приведенному 
ниже примеру 1, дуга АА’ состоит из эффективных точек, а дуга 
А’А” — из точек соприкосновения, не являющихся эффективными 
точками, хотя обе эти дуги описываются одним уравнением а. == 
= 4a,/(3a, — 1). 

Участок компромиссной кривой в этом случае опреде- 
ляется параметрическими уравнениями 

Ф, = Ф, ($, (^),.. -› Фл (^)), 

Ф. — Ф, (Ф! (A), oe oy Dn (A)), (A > 0). 

Вдоль этой кривой 

п nr 

dD, = У! (0Фи/да.) ав; = —^ У (0Фь/да,) 4ф; = — Ade, 
j=1 j=1 

откуда для наклона компромиссной кривой получается 
выражение дФ./4Ф, = —1/^. 

Пример 1. В квадрате D={—-1<a,<1,-1< 
«< &. < 1} заданы два критерия 

Ф, = 401 {+ & и Ф, = (а, + 1) + (а, — 1), 

которые желательно минимизировать. 
Абсолютные минимумы функций Ф, и Ф, реализуются 

соответственно в точках (0, 0) и (—1, 1), принадлежащих 
р. Поэтому линия Е должна соединять эти точки. Выше- 
указанным аналитическим методом получаем участок АД” 
гиперболы о. = 40 (За, — 1)"*, изображенный на рис. 3.10. 
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Рис. 3.10. Пример 1. Множество допустимых точек Л в пространст- 
ве параметров и множество возможных точек О в пространстве кри- 
териев 

    
Множество Е — дуга АА’, множество Ё — дуга ВВ’ 
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Рис. 3.11. Пример.1. Точная и приближенная (пунктир) компромис- 
сная кривая при № = 63 

Крестики — приближенно паретовские точки при WN = 255 

Часть D, расположенная правее линии АА’А”, отобра- 
жается на плоскости критериев в криволинейную фигуру 
ВВ’В”В”' Вир, а часть О), расположенная левее линии 
АА’А”, отображается в фигуру ВВ’Р”Влев; таким обра- 
зом, точки средней части множества Д имеют”в D no два 
прообраза. Компромиссная кривая — это линияз ВВ’. 
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Рис. 3.12. Пример 1. Пробные точки в р ивр при М = 63 

  

  

      
    

Приближенно эффективные и приближенно паретовские точки обведены круж- 
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Рис. 3.13. Пример 2. Множество допустимых точек Ш в пространст- 
ве параметров и множество возможных точек О в пространстве кри- 
териев 

Множество Е состоит из дуг АА*Ази А?АзА4, множество Е — из дуг ВВЁВ: и 
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Результаты расчета этой задачи приведены на рис. 3.411 
и 3.12. На первом из них построена точная компромис- 
сная кривая Ф, = и (Ф!) и приближенная линия Ф, = 
= им (Ф,). (При № = 541 точная и приближенная ком- 
промиссные кривые совпадают с точностью до 0,01). На 
рис. 3.12 построены все пробные точки в р ивр. На этом 
рисунке заметна повышенная плотность точек в средней
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Рис. 3.14. Пример 2. Точная и приближенная”(пунктир) компромис- 
сная кривая при_М№ = 63 

Крестики — приближенно паретовские точки при М =. 255 
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Рис. 3.15. Пример 2. Все 4 пробных точек в пространстве критериев 
при № = 63 и при М = 255 

части Й. Видно также, что Ём приближается к Ё быстрее, 
чем Ёк к Е. 

Пример 2. В квадрате П = {— 0,5 За, < 0,5, 
0 < а, < 1} заданы два критерия 

Ф, = ол + 4; и Ф, = (%, + 1)? + (@, — 1), 

которые желательно минимизировать с учетом функцио- 
нального ограничения 

| a, —a, — 0,375 | > 0,125. 

Множество Д в этой задаче представляет собой квад- 
рат П с вырезанной полосой (рис. 3.13). Множество Ё 
состоит из двух участков АА! и 4?АЗ гиперболы а. = 
= — qa, (3. -- 4) 1, из отрезка 434“ границы ©, = —0,5 
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и из отрезка А1А? границы ©, — ©. = 0,25. Здесь же изоб- 
ражена область О на плоскости критериев. Однако части 
О, состоящие из точек, имеющих по два прообраза в D, 
в этом примере гораздо меньше, чем в примере 1. 

Точная компромиссная кривая изображена т.кже на 
рис. 3.14. На рис. 3.45 построены пробные точки в Д. 
По картине, полученной при М = 63, нельзя с уверен- 
ностью сказать, что множество Д состоит из двух раздель- 
ных частей; но из картины, полученной при М = 255, 
это уже вполне ясно. ‘ 

Глава 4 

НЕКОТОРЫЕ ВОЗМОЖНОСТИ МЕТОДА 

В этой главе рассмотрены некоторые вопросы, которые 
можно решать используя метод, изложенный выше. В раз- 
деле 4.1 приведен автоматизированный вариант диалого- 
вого алгоритма, хотя мы считаем, что на этой стадии ис- 
ключать вмешательство проектировщиков нецелесооб- 
разно. В разделе 4.2 изложен метод изучения зависимости 
критериев, а в разделе 4.3 речь пойдет о возможностях 
изменения постановки задачи с целью улучшения харак- 
теристик оптимального решения. . 

4.1. Автоматизированный вариант диалога 

Алгоритм, изложенный в разделе 2.2, можно полностью 
автоматизировать так, чтобы критериальные ограничения 
выбирались без вмешательства человека. 

Простейший вариант. Фиксируем произвольное целое 
число М `> 1. Первый этап диалогового алгоритма оста- 
вим без изменений. На втором этапе для каждого крите- 
рия Ф, вычисляется шаг 

hy = = [Ф, (A; к) — D, (А.,), 

где Ф, (А;,) и Ф. (А; ‚) — наименьшее и наибольшее зна- 

чение Ф. (А;) или, иными словами, наибольший и наимень- 
ший элементы %-й строки матрицы | Ф, (4;) |. В качестве 
критериальных ограничений выбираем значения 

Ф* = Ф, (A;,) + fy. (1) 
Если на третьем этапе множество Д окажется пустым, 
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b,+h, 

6. 

  

0 6, bth, $, Cy Dy 

Рис. 4.1. Автоматический выбор критериальных ограничений: про- 
цесс заканчивается на 4-м шаге 

то возвращаемся ко второму этапу и увеличиваем все кри- 
териальные ограничения 

+ he 
Ф, |вовое = Ф, [старое + hy. 

Очевидно, при таком повторении второго и третьего эта- 
пов потребуется не более, чем М, повторений, и множест- 
во допустимых точек ) окажется непустым. 

Геометрическая интерпретация этого алгоритма в про- 
странстве критериев дана на рис. 4.1, где 6, = min Dy, (4;), 

2 

cy = max Q, (A;) и М = 10. 

Недостатки такого варианта довольно очевидны: коли- 
четство шагов по всем критериям одинаково, все критери- 
альные ограничения увеличиваются одновременно, хотя 
среди критериев есть более существенные и менее сущест- 
венные. Можно пытаться устранить эти недостатки, вводя 
приоритеты критериев, различные шаги для различных 
критериев, прибавление некоторых й., не при каждом пов- 
торении второго этапа. Однако все такие заранее задавае- 
мые тактики, по нашему убеждению, гораздо менее эффек- 
тивны, чем рекомендации специалистов, основанные на 
изучении таблиц испытаний. . 

Кроме того, полная автоматизация диалога может при- 
вести к неоправданному сужению множества допустимых 
точек Д, что также весьма нежелательно. Поясним эту 
ситуацию несколько подробнее. Допустим, что при первой 
же проверке критериальных ограничений (1) множество 
) оказалось непустым и в него попала одна точка 4;,.. 
Процесс выбора критериальных ограничений на этом за- 
кончится. Хотя вполне возможно, что среди точек А;, не 
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удовлетворяющих ограничениям (1), есть такие, в кото- 
рых значения Ф, (4;) при некоторых » вполне приемлемы, 
а при других (более существенных) — значительно луч- 
ше, чем Ф, (4,,). 

Сопоставление с другими методами. Автоматизирован- 
ный вариант нашего метода имеет некоторое сходство с ме- 
тодом последовательных уступок [5] и с методом ограниче- 
ний [4]. Но сходство это скорее внешнее. Не вдаваясь в под- 
робности упомянутых методов 1, заметим, что в каждом 
из них приходится многократно решать задачи на отыска- 
ние экстремумов каждой из функций Ф, (А) при различ- 
ных ограничениях. 

В нашем методе минимумы и максимумы всех функций 
Ф, (4),..., Ф, (А) в @ оцениваются приближенно по од- 
ному и тому же набору пробных точек 4;. Ясно, конечно, 
что совсем не обязательно знать точное значение минимума 

Ф, (А) для того, чтобы выбрать ограничение сверху — Фу“. 

4.2. Исследование зависимости критериев 

Мы уже отмечали, что при нашем методе выбора крите- 
риальных ограничений и определения множества допусти- 
мых значений (гл. 2) число критериев качества может быть 
произвольным. Конструктор может указать любые крите- 
рии, не заботясь об их независимости. Лишние критерии 
не мешают выбору критериальных ограничений. 

Однако выделение важнейших критериев представляет 
интерес при построении различных аналитических мето- 
дов приближенного изучения иеследуемой системы. 155% а 

Оказывается, матрица |Ф, (А;) | позволяет сравни- 
тельно просто оценить степень линейной зависимости меж- 
ду любыми двумя критериями, Для этого можно использо- 
вать одно хорошо известное свойство коэффициента кор- 
реляции случайных величин. 

Коэффициент корреляции — мера линейной зависимо- 
сти случайных величин. Предположим, что ци & — про- 
извольные случайные величины, у которых существуют 
конечные математические ожидания Му и МЁ и диспер- 
сии ? Оч >0и ОЕЁ`> 0. Тогда существует коэффициент 

  

4 См.: Подиновский В. В., Гаврилов В. М. Оптимизация по после- 
довательно применяемым критериям. М.: Сов. радио, 1975. 

3 Напомним, что Ра = Му? — (М1). 
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корреляции этих величин 

r(n,8) = (2) 
Как известно, г(Ё, т) =г(, &и —1 <г (а, 8 <1. 
Если 1 и & независимы, то г (4, Ё) = 0. 

Мы воспользуемся следующим свойством коэффициен- 
та корреляции, которое можно найти в большинстве кур- 
сов теории вероятностей: 

условие |г (п, Е) | =1 необходимо и достаточно для 
того, чтобы существовали постоянные су 5 0 и с, такие, 
что © вероятностью 41 

Е = сай -[ са. (3) 

Случай со >> 0 соответствует условию г (1, &) = 1, а слу- 
чай со. < 0 — условию г(\1, &) = — 1. 

Корреляция критериев. Пусть Г — случайная точка, 
равномерно распределенная в (С, так что плотность вероят- 
ностей ее в С постоянна: р (А) = 4/Vg. Каждому критерию 
@, (A) поставим в соответствие случайную величину 
Ey = Ф, (Г), определенную в G. 

пределение. Коэффициентом корреляции кри- 
териев Ф,, (А) и Ф, (А) в области С назовем число 

Гру ==Т (Ep, 5%). 

Если функции Ф, (4) и Ф, (А) кусочно непрерывны 
и отличны от постоянных, то все условия существования 
г.у выполнены. А вышеприведенное свойство коэффициен- 
та корреляции г (п, &) может быть сформулировано в виде 
теоремы. 

Теорема. Условие | гих | = 1 необходимо и достаточ- 
но для того, чтобы существовали такие постоянные 
Со 52 0 и с1, что во всех точках. А, в которых Ф, (А) и 
Ф, (А) непрерывны, выполняется равенство 

@,, (A) = co@, (A)'+ 1. (4) 

Случай со > 0 соответствует, условию ту = 1, а случай 
Сб. < 0 — условию ту = —1. 

Доказательство. Если [гр | = 1, то, переводя y+ 

верждение (3) с языка теории вероятностей на язык теории функ- 
ций, можно сказать, что соотношение (4) имеет место почти всюду 
в С. Пусть А’— точка непрерывности oO, (4) и Ф, (4). В любой 

окрестности точки А’ найдутся точки А, в которых справедливо (4). 
Выбрав последовательность таких точек, сходящуюся к А’, мы, ис- 
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Рис. 4.2. Тридцать две пробные точки в плоскости критериев 
(Ф:, Ф.), (Ф:, Ф.), (Ф:, Ф:3) и соответствующие значения коэффи- 
циентов корреляции критериев 

пользуя определение непрерывности функций, получим, что (4) 
справедливо также в точке 4°. 

Легко видеть, что обратное утверждение не требует доказатель- 
ства: если (4) имеет место во всех точках непрерывности Ф, u Q,, 
то тем самым (4) имеет место почти всюду в С. Впрочем, равенство 
lay | = 1 легко проверить непосредственно, исходя из (4): так как 

ME, = coMEy + ¢1, MEE, — МЕМЕ, = CoDEy, 

то из (2) сразу следует, что ‚у, = со/ [со | и | "| = 4. 

Итак, если г, близко к 1, скажем, г, 2> 0,9, то можно 
считать, что между функциями Ф, (А) и Ф, (А) в области 
С существует зависимость, близкая к линейной, и один 
из этих критериев можно из рассмотрения исключить. 

Случай близости г, к —1 практически не реален, так 
как это означало бы, что в числе критериев, которые жела- 
тельно минимизировать, фигурирует и величина Ф., и ве- 
личина — Ф,, равносильная — |со| Ф, -| с:. 

Другие значения г), не позволяют делать столь реши- 
тельных выводов о характере зависимости между крите- 
риями Ф, и Ф.,. 

- На рис. 4.2 построены 32 пробные точки в плоскости 
критериев (Ф,, Ф,) при г, равных соответственно 0,92, 
0,54 и —0,40. Легко видеть, что в первом случае наилуч- 
шая точка для обоих критериев Ф! и Ф, одна и та же, а во 
втором и третьем случаях имеются четыре приближенно 
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паретовские точки (рис. 4.2 соответствует примеру, рас- 
смотренному в разделе 2.4). 

Вычисление 7"‚„. Введем в рассмотрение интегралы вида 

I, = v5) @, (A) dA, law =F (@, (A) ®, (A) dA. 
° G 

Все величины, входящие в определение (2) коэффициента 
корреляции г (Ё,, &,), легко выражаются через такие 
интегралы: 

ME, = \ Фр (А) р(А)вА=1,, 

МЕ, = \ ®, (A) Oy (A) p(A)dA =I yy, 

МЕ — ) ©? (A) p(A)dA=Iyp. . 

Используя эти выражения, можно записать новую фор- 
мулу для гу, в которую входят только интегралы по G 
(и никаких математических ожиданий): 

— Iny —Tyly 

VG, — 12) dy — 2) 

Далее, так как последовательность пробных точек 
А; равномерно распределена в С (в смысле раздела 1.1), 
то из теоремы 8 Дополнеиия следует, что все такие интег- 
ралы являются пределами: 

  (5) 

N 
. 1 yy = lim FY) ©, (4), (4). 

i=] 

Поэтому при достаточно больших N можно считать, что 
N N 

4 = у У. Фи (4), 1ь=-у У, Фи (4) ©, (49). (6) 
i=] . i=] 

Все величины, входящие в эти формулы, имеются в матри- 

це | Ф, (А;) |. 
Чтобы убедиться в том, что М достаточно велико, мож- 
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но сравнить приближенные значения Г),, полученные при 
нескольких значениях М, например, при М -= 64, 128, 
256. 

Выдёление лишних критериев. Процесс выделения 
лишних критериев может быть организован следующим 
образом. По формулам (6) и (5) вычисляем приближенную 
корреляционную матрицу || Гл |, в которой 1 < ц, ч< Ё. 
Если мы хотим сохранить критерий Ф„, то просматриваем 
ц-ю строку этой матрицы; обнаружив элемент г) 2 0,9, 
зачеркиваем столбец номер у и строку номер м; если в ц-й 
строке есть несколько элементов, близких к 1, то новторя- 
ем эту процедуру несколько раз. 

Затем повторяем то же самое с какой-нибудь другой 
из уцелевших строк, например, со строкой номер |’, 
если мы хотим сохранить критерий Ф,;.. 

После конечного числа шагов останется матрица, не 
содержащая элементов ги» 7 0,9. Строки и столбцы, соот- 
ветствующие лишним критериям, будут зачеркнуты. 

Заметим, что симметрия матрицы |тгуу| и равенство 
единице всех Г = 1 позволяют ограничиться рассмотре- 
нием треугольной матрицы, в которой 1 Зи << А. 

Замечание. Точно так же можно оценить коэффициент 
корреляции критериев ‚Ф, (А) и Ф, (4) в области D. 
Для этого следует в формулах (6) осреднять значения 
Ф, (4;) пи Ф, (А, Ф, (А;) не во всех точках А; Е С, 
а лишь в тех 4 точках, которые попали в О, и использовать 
ту же формулу (5). 

Пример. В задаче, рассмотренной в разделе 2.4, проек- 
тировщик сформулировал 14 критериев качества, которые 
принимались во внимание при выборе оптимального реше- 
ния. Треугольные матрицы Г)у, сосчитанные при М = 
= 256 и при М = 512, приведены в табл. 4.1 и 4.2. Оче- 
видно, последние значения можно считать достаточно точ- 
НЫМИ. 

В табл. 4.3 приведена матрица г», после исключения 
зависимых критериев. В этой задаче оказалось всего 
шесть независимых критериев. В качестве таковых можно 
выбрать критерии Ф,, Ф,, Ф., Ф,, Ф!., Ф... Необходимо 
пояснить, что такой результат связан отнюдь не с неком- 
петентностью проектировщика. Наоборот, он подтвержда- 
ет характеристику критериев, данную проектировщиком 
(см. с. 31), ибо оставшиеся критерии Ф,, Ф., Фа, Ф; при- 
надлежат как раз различным группам. 

Из табл. 4.3 вытекает также, что если встанет вопрос 
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Таблица 4.3 

  

  

Матрица Tn, y AAA HeSaBHCHMbIX критериев - 

Ц у =3 4 6 43 у = 144 

4 0,60 0,54 0,82 —0,40 0,29 
3 — 0,84 0,54 —0,45 0,20 
4 — — 0,47 —0,30 0,11 
6 — — — —0,05 0,33 

13 — — — — 0,03           
о дальнейшем сокращении числа критериев, то в первую 
очередь отказаться надо будет от критериев Ф, и Ф, 
и сохранить Ф., Ф,, Ф,., Ф.., ибо значения Гб И Гуа 
весьма значительны. 

4.3. О возможностях улучшения 
оптимального решения 

Заглавие настоящего раздела звучит немного парадок- 
сально: если решение оптимально, то, казалось бы, улуч- 
шить его нельзя... В действительности, однако, такие слова 
произносят довольно часто. В самом деле, предположим, 
что, решив задачу о наилучшем выборе параметров, кон- 
структор тем не менее не удовлетворен решением и хочет 
попытаться «улучшить» его за счет ослабления каких-то 
ограничений. Став на формальную точку зрения, следует 
сказать, что речь идет о новой задаче, так что ставить и 
решать ее нужно заново. Такой подход, конечно же, 
возможен, но часто связан с большими затратами времени. 

Поэтому рассмотрим коротко, как можно использовать 
информацию, полученную в ходе расчета решенной задачи, 
для более рациональной формулировки и решения новой 
задачи. Конечно, речь идет о сравнительно небольших на- 
рушениях ограничений, ибо в противном случае задачу 
необходимо решать заново. 

Определение ресуреов точки (модели). Очевидно, улуч- 
шение оптимальной точки может быть достигнуто путем 
отказа от 

* 
1° параметрического ограничения ©; <а; или 

ЖЖ 

и) < 9; , . 
2° функционального ограничения с < (А) или 

д (4) < cr” 
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3° критериального ограничения Ф, (4) < ФУ. 
Условимся называть ресурсом точки А; по ограниче- 

* 

нию Ф, < Ф** разность ФУ” — Ф,(А,). Точно так же ре- 
сурсом точки А; = (@;,3,...,2,n) по ограничению 

ой < а; назовем разность &; ; — ой, а ресурсом точки 
A; по ограничению } (А;) < &* — равность с1* — д (А;) 
ит. д. 

Для любой точки А; из Ом легко определить ресурс 
по любому критериальному ограничению: для этого до- 
статочно взглянуть на соответствующую таблицу испыта- 
ний, где имеется Ф, (А;) и выбранное значение Ф*”. Не 
сложно вычислить также ресурс точки А; по любому пара- 
метрическому ограничению, ибо координаты точек А; 
обычно сохраняются в памяти ЭВМ (а если даже не сохра- 
няются, то расчет их заново затруднений не представляет). 
Хуже обстоит дело с оценкой ресурсов по функциональ- 
ным ограничениям, так как значения / (А;) часто не сох- 
раняются и восстановление их требует повторного расче- 
та проектируемой системы при А = А;. 

Это обстоятельство с новой стороны показывает важ- 
ность рекомендации (см. раздел 2.3) о замене функциональ- 
ных ограничений псевдокритериями: если соответствую- 
щее ограничение было заменено псевдокритерием, то ре- 
сурс по нему можно оценить при помощи соответствующей 
таблицы испытаний. 

Оценка возможностей улучшения произвольной точки. 

Предположим, что ставится задача об улучшении значе- 
ния Ф, (4), исходя из найденной точки А = А;. Мы не 
будем приводить здесь количественных значений, так как 
они вряд ли имеют практическое значение, и ограничимся 
качественными соображениями. hina 

Мысленно представим себе, что точка А в условиях ре- 
шенной задачи движется в направлении улучшения зна- 
чения Ф, (А). Движение это. чаще всего прекращается 
из-за того, что точка натыкается на какое-то ограничение. 
Ресурс остановившейся точки А = 4; по задержавшему 
ее ограничению равен нулю. Ясно, что дальнейшее улуч- 
шение Ф, (4;) возможно только при отказе от этого огра- 
ничения. 

Если точкаА остановилась из-за достижения функцией 

Ф, (А) локального минимума А = А;, то ресурсы А; 
по всем ограничениям положительны. В этом случае отказ 
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от какого-либо ограничения не позволяет улучшить 
значение Ф, (А;) в окрестности точки А;. 

На основании этих рассуждений можно дать следую- 
щие рекомендации: 

а) если точка А;, в которой значение Ф, (4;) мини- 
мально, имеет большие ресурсы по всем ограничениям, то 
пытаться улучшить (уменьшить) это значение в окрестно- 
сти точки А;, путем ослабления некоторых ограничений, 
бесполезно; 

6) если точка А; имеет малые ресурсы по каким-ни- 
будь ограничениям, то поиск в окрестности А; перспекти- 
вен только при ослаблении этих ограничений; 

в) среди нескольких точек А; из D, удовлетворяющих 
условиям (6), лучшим кандидатом на улучшение следует 
считать ту из них, у которой ресурсы по ненарушаемым 
ограничениям больше (независимо от того, принадлежит 
ли эта точка Ём или нет). 

Для разъяснения последней рекомендации заметим, 
что если ресурс точки 4 по какому-нибудь ограничению 
мал, то есть основания опасаться, что ее движение (в на- 
правлении улучшения Ф, (А)) будет остановлено этим ог- 
раничением. 

Улучшение оптимальной точки без нарушения парамет- 
рических ограничений. Если ставится задача об улучшении 
найденного значения Ф, (А) путем ослабления некоторых 
критериальных ограничений (3°), то можно, не рассуждая 
о ресурсах А, воспользоваться уже имеющимися таблица- 
ми испытаний. Достаточно заново повторить второй и тре- 
тий этапы диалогового алгоритма; повторять первый этап 
и вычислять новые таблицы испытаний не надо. 

Улучшение оптимальной точки за счет нарушения 
параметрических ограничений. Если ставится задача об 
улучшении найденного значения Ф, (4) путем отказа от 
некоторых параметрических ограничений (41°), то, вместо 
того чтобы полностью решать новую задачу (как об этом 
говорилось в начале параграфа), можно поступить так: 
выбрать несколько «лучших» точек из Дм, и в окрестности 
каждой из них организовать ЛП-поиск. Слово «лучших» 
означает не просто лучших в смысле значений Фи», но еще 
с учетом рекомендаций, высказанных выше. 

Пример. На рис. 4.3`построено множество эффективных 
точек АД’ в пространстве параметров и соответствующая 
ему паретовская кривая ВВ’ в пространстве критериев. 
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Рис. 4.3. Оптимальная точка А может быть улучшена путем ослаб- 
ж 

ления параметрического ограничения %, > %,, так как при замене 
№ * e Me ©, на, — 6 паретовская кривая ВВ’ превращается в ВВ 

В качестве оптимальной была выбрана точка В, прообраз 
которой обозначен ДА. 

Ставится вопрос: нельзя ли путем нарушения парамет- 
рических ограничений уменьшить Ф, (А), не увеличив 
при этом Ф, (4)? Так как точка А расположена на границе 
a, = as, TO попытку улучшения можно предпринять, от- 
казавшись от ограничения A, > a5. 

Выбрав новое ограничение &› > а — 6, мы получим 
частично новую паретовскую кривую ВВ”, на. которой 
действительно можно выбрать «улучшенную» точку. Из 
рис. 4.3 видно, что улучшение возможно даже по обоим 
критериям. 

О количественной оценке ресурсов. Приведенное выше 

определение ресурсов точки А;, как например, Ф* — 

—Ф, (4;) или ©; — ®*, очень удобно для проектиров- 
щика, так как выражается в естественных (физических) 
единицах. Однако если возникнет вопрос об автоматиза- 
ции попыток улучшения точки А;, то потребуются другие 
характеристики ресурсов, которые позволили бы сравни- 
вать ресурсы по различным ограничениям и (на основе за- 
ранее заданных донусков) судить о том, какой ресурс 
мал, какой велик. 

В качестве такой характеристики можно предложить 
относительный ресурс (в процентах по отношению к вели- 
чине ограничения). Например, вместо разности O;, ; — a* 
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рассматривать величину 100 (%;,; — a*)/a#*, ecnu TOIbKO 
* a* > 0. | 
Другой возможный подход к определению относительных ресур- 

сов состоит в следующем. Пусть среди всех 4 пробных точек, по- 
павших в О, оказалось 4.. точек, худших, чем А;, в смысле рассмат- 
риваемого ограничения. Объемным ресурсом точки А; по этому ог- 
раничению назовем отношение 4./4. 

В вышеприведенном примере, где рассматривается ограничение 
а; > a; число 4. — это количество пробных точек А;, попавших 

* вр, у которых 1-я координата ©, ‚ ближе к границе &;, чем ©, ;. 
Легко видеть, что 

Па (4.19) = И „У в, 

где Ур — объем множества допустимых точек ДО, а И. — объем час- 

ти О), состоящей из таких точек А = (%1,..., 9), У которых ]-я 

координата удовлетворяет неравенствам a; < а; < 0и;. Очевидно 

также, что всегда 0 < q,/q <1. 

Замечание. Если для улучшения оптимального ре- 
шения предпринимается новый расчет в параллелепипеде 
II’ > ПЦ, то следует различать два случая. Во-первых, 
случай, когда Vy >> Ип. Тогда естественно выбирать но- 
вые пробные точки в П’, не обращая внимания на то, при- 
надлежат ли они П, или нет. Во-вторых, случай, когда 
объем Иг’ не на много превосходит объем Уп. Тогда можно 
сократить время расчета путем исключения пробных то- 
чек, попавших в П, и использовать только те пробные точ- 
ки, которые принадлежат П’— II. 

Глава 5 

ПРИМЕР: ОПТИМАЛЬНОЕ ПРОЕКТИРОВАНИЕ 
РЕЗОНАНСНОЙ ВИБРОПЛОЩАДКИ 

В последние годы в различных отраслях промышленности 
применяются резонансные вибромашины технологического 
назначения. Современные машины такого типа создаются 
на базе нелинейных упругих систем, позволяющих обес- 
печить технологическую стабильность и регулировать 
законы колебаний рабочих органов с целью их оптимиза- 
ции. Синтез резонансных вибромашин представляет дос- 
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таточно сложную проблему и в общем случае сводится 
к определению наиболее рациональной динамической 
структуры и выбору параметров нелинейной системы и 
привода, при которых периодические движения рабочего 
органа наилучшим образом удовлетворяют технологиче- 
ским требованиям и целому ряду конструктивных ограни- 
чений. Эти задачи всегда многокритериальны. И во мно- 
гих практически важных случаях конструктор именно 
на основании анализа таблиц испытаний выбирает наиболее 
предпочтительную (‹оптимальную») модель. 

В настоящей главе описано решение двух задач такого 
типа, выполненное при нашем участии. Обе задачи связа- 
ны © проблемами синтеза резонансных асимметричных 
виброплощадок для формования железобетонных изде- 
лий [9]. В диалоге с ЭВМ участвовал главный конструктор 
виброплощадки ВРА-8 Л. М. Литвин. 

5.1. Исходные данные 

В качестве исходной модели была взята существующая виб- 
роплощадка ВРА-8 грузоподъемностью 8 т. Расчетная схе- 
ма такой виброплощадки изображена на рис. 5.1. Ее ко- 
лебания описываются системой нелинейных дифферен- 
циальных уравнений 

My, + f (x)t + phat, + P (x) + kx, = kop (sin vt + 

-++ pv cos vt), 

mk, — f (x) & + phat, —P (x) | Ёт, = —kop (sin vi + 

++ wvyeostvt), , ) 
Tle ©, WL, — смещения масс ти то; х = Ly — Tq} 

Р (1) = (& + №5 - с (вв (= + г}; 
1 (2) = py [Ay + № + о (2); 
o (x) = Оприх > е, с (5) = 1 при 5 < е. Смысл вели- 

чин, входящих в уравнения (1), разъясняется ниже. 
Варьируемые параметры. Их всего десять: 

1 = Ё, — жесткость приводных упругих связей 
(«Н/ см); 

= К, — жесткость линейных основных упругих свя- 
зей “GH Jem): 

%з = kg — жесткость буферов (кН/см); 
и = Ё, — жесткость опорных амортизаторов под ра- 
мой (кН/см); 
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Рис. 5.1. Расчетная схема асимметричной резонансной вибропло- 
щадки 

а = ёз — жесткость опорных амортизаторов под ра- 
бочим органом (кН/см); 

в = р — эксцентриситет привода (см); 
а, = т, — масса рабочего органа (т); 
ae = M, — Macca уравновешивающей рамы (т); 

= @нач — зазор в буферах без технологической на- 
Грузии (см); 

Qi9 = \ — рабочая частота (с). 
Остальные величины. 
My — Macca полезной нагрузки; 
km — коэффициент присоединения массы полезной на- 

грузки; 
т: =т,-- тт. — приведенная масса рабочего, органа; 

и — коэффициент внутренних сопротивлений в рези- 
новых упругих связях; 

К, — коэффициент приведения сопротивления; 
uw, = w+ ть — приведенный коэффициент внут- 

ренних сопротивлений; 
е — зазор в буферах. 
Техническое задание на проектирование включает 

данные о диапазоне изменения полезной нагрузки (в на- 
шем случае —2т <ти <8т), о диапазоне рабочих час- 
тот (в нашем случае — 50 © 1 < у < 100 с\1, о пределах 
изменения ускорений рабочего органа при движении вверх 
И ВНИЗ— Шви Шн. Рабочие режимы необходимо реали- 
зовать на восходящей ветви частотной характеристики (в 
дорезонансной области). 

Динамика и методы расчета (1) рассмотрены в [9], 
где для построения приближенных периодических реше- 
ний используется метод Крылова—Боголюбова. 
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Функциональные ограничения. Для формулировки 
функциональных ограничений вводятся следующие функ- 
ции: 

hh (A) — Wiz, 12 (А) — Win hs (A) = kop, 

te (А) = т, + М — (® + ^,)0 (gk’)4, 

fs (A) = my + т, + М — (№ + &.)0 (gk’)", 
f (A) __ _keMg — kop (Hea +- ks) —e 

oe Айа йа + № нач 

fy (A) =Vv—o (A), 

где М — максимальная величина полезной нагрузки (в 
нашем случае — 8Зт), &’— жесткость одного резинового 
амортизатора (кН/см), О — предельная нагрузка на один 
амортизатор (кН), ® (А) — собственная частота линеари- 
зованной системы (с“?). 

Функции |, (А) и}, (А) зависят от решения системы (4), 
a f, (A) — № (А) выражаются непосредственно через па- 
раметры Gq, . . ., Qyo. 

Функциональные ограничения задаются неравенствами 

9< fi (A) < 22; 40 < fy (A) < 100; fs (A) < 120 (2) 

fs (A) <0; fs (A) < 03 fe (A) <0; f, (A) < 0. (3) 

Первые два ограничения обеспечивают соответствие 
закона колебаний рабочего органа требованиям техниче- 
ского задания, третье — ограничивает величину возму- 
щающей силы, четвертое и пятое — ограничивают нагруз- 
ки на резиновые амортизаторы, шестое — связано с на- 
грузкой на упругую подвеску, а седьмое — обеспечивает 
реализацию рабочих режимов в дорезонансной области. 

Ограничения }, — }з не являются «жесткими»: в зави- 
симости от конкретных условий производства и требовавий, 
предъявляемых к железобетонным изделиям, их можно 
в некоторой степени варьировать. Ограничения ] — } 
нарушать нельзя. 

Критерии качества. Качество проектируемой вибро- 
площадки предлагается оценивать по шести критериям, 
которые желательно уменьшить. Первый критерий — 
масса машины — вычисляется непосредственно по па- 
раметрам: Ф, = «. -+ ©,. Остальные пять критериев вы- 
ражаются через решение системы (1), которое зависи- 
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от массы полезной нагрузки ти. В соответствии с приня- 
той методикой [9], система (1) решалась четырежды: при 
ти =2, 4, 6, 8т. Символы шах.и шш в следующих 
формулах означают, что выбираются соответственно наи- 
большие или наименьшие значения величин, полученные 
при таких четырех расчетах. Итак, критерии качества: 

1. Масса машины Ф, (А) = т, - т.. 
2. Асимметрия закона колебаний рабочего органа 

Ф, (А) = шах (ив). 
3.. Динамическое усилие в приводе Ф. (А) = тах Аа, 

где а, — деформация приводных упругих связей. 
4. Динамическая нагрузка на фундамент Ф, (4) = 

= max | | Kaa. | — | Aya, | |, те а, иа, — амплитуды ко- 
лебаний рабочего органа и уравновешивающей рамы. 

5. Характеристики стабильности «верхнего» и «ниж- 
него» ускорения 

шах Wi max Wig 

Ф, (А) = —1, @(A)= —4. 
Min w,, Minw,, 

Проектировщик предложил считать наиболее важным 
критерий Ф., затем идут критерии Ф, и Ф., за ними кри- 
терий Ф, и, наконец, наименее важные критерии Ф; и 
Ф,. Однако при этом было оговорено, что в зависимости 
от конкретных результатов ранжирование критериев мо- 
жет измениться. 

5.2. Первая задача: исследование возможностей 
модернизации исходной модели 

Ставится вопрос: возможно ли за счет сравнительно не- 
больших отклонений от параметров действующей модели 
найти лучшую модель (которую можно было бы реализо- 
вать без принципиальных конструктивных изменений)? 

Для решения этого вопроса конструктор указал не- 
большие пределы вариации параметров, приведенные в 
табл. 5.1. Они определяют девятимерный параллелепипед 
П, в центре которого расположена.точка А, с параметра- 
ми действующей модели ВРА-8. В качестве критериальных 
ограничений были назначены значения критериев в точке 

A,, To ecth Ф** = Ф, (А/) при всех 1 <у<б6. 
Пробный раечет и изменение постановки задачи. В па- 

раллелепипеде П при функциональных ограничениях (2) 
и (3) было проведено №’ = 256 испытаний. Количество 

70



точек, удовлетворяющих функциональным ограничениям, 
оказалось равным М = 24, так что у А: 0,093. Время 
расчета одного испытания т = 10 сек на ЭВМ «Минск-32». 

Чтобы увеличить количество анализируемых вариан- 
тов (иными словами, чтобы увеличить 7), было решено 
заменить первые три нежестких ограничения псевдокри- 
териями. Сделано это было следующим нестандартным 
образом. Во-первых, эти ограничения были ослаблены 

р 5 Л (4) < 22,5, 37 <f, (A) < 103, |, As 

  

  

  

< e 

Во-вторых, были введены псевдокритерии 

@, = max f; (A), 
(1) $ (2) 

Фь = min f; (A), Ф; = шах fi (А),. 

Фу? = шар (4), ФУ = вах р (А); 
Таблица 5.1 

Значения параметров 

Первая задача Вторая задача 

j * kk * + , “о 

9; | 1,7 | 9; | 9248,1 | б4зБ,) | @; 9; | 116,7 | @12,} 

1 44 48: 52 44,96 50,85 20 100 31,” 48 ,87 
2 92 96 100 99,03 99,42 30 150 59,04 83,12 
3 | 1400 1600 1800 1758 1490 400 3000 1449 2396 
4| 20 25 30 22,07 | 20,09 | 20 60 20,42 20,00 
5 20 25 30 29,49 26,54 20 60 48,64 46,87 

6 0,5 0,7 0,9 0,848 0,830 0,5 2,0 0,971 1,065 

7 3 3 3 3 3 3 7 3 3 
8 3 5 7 4,02 5,34 3 7 3 3 
9 0,0 0,2 0,4 0,398 0,1101 —0,3 1,5 0,438 0,637 

10 9% 97 100 95,10 94,20 50 100 91,48 90,63                   
смысл символов тах и тп тот же, что в п. «Критерии ка- 
чества». Правило использования этих псевдокритериев: 
если точка А; удовлетворяет ослабленным ограничениям 
(4), но не удовлетворяет ограничениям (2), то конструктор 
сам решает, включить ли точку А; в число допустимых 
точек. Ясно, что такое решение будет приниматься в тех 
случаях, когда нарушение ограничений (2) компенсиру- 
ется достаточно большим выигрышем в других критериях. 
Таким образом, случай, когда (4) выполнены, а (2) нет, 
оказывается как бы «зоной размышления» для конструк- 
тора. 
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Таблица 5.2 

Зпачения критериев 
~ 

  

  

                

Первая задача — Вторая задача 

"| = 2 Sd a G > |.“ 
© S 6 = = 9 $ 5 
=. я В || |616 

(| 7,02 | 8,00 | 9,04 | 7,02 | 8,34 | 6,95 | 6;00 | 6,00 
5 | 0,233 | 0,256 | 0,313 | 0,283 | .0,244 | 0,147 | 0,234 | 0,240 

28,25 134,72 |70,62 |28,34 |30,94 |49,54 |26,44 |28,21 
3 | 3,70 | 6,70 [12,51 | 6,36 | 3,70 | 4,63 | 5,68 | 5,40 
4 | 0,047 | 0,424 | 1,143 | 0,768 | 0,357 | 0,050 | 0,895 | 0,674 
2 | 0,054 | 0,359 | 1,222 | 0,874 | 0,227 | 0,054 | 0,953 | 0,749 

Решено было также вычислять ресурсы А, точек А; 
по введенным псевдокритериям Ф, относительно ограни- 
чений (2) (см. раздел 4.3). Если точка А; не удовлетворяет 
какому-то из ограничений (2), но удовлетворяет ослаб- 
ленному ограничению (4), то соответствующий ресурс по- 
лагался равным нулю; А. = 

Второй пробный расчет.. Вновь было проведено №’ = 
= 256 испытаний, причем в таблицы испытаний попало 
N = 33 точки. При этом были обнаружены интересные 
точки Аи 4.248. Они по ряду важных критериев лучше, 
чем А, и это компенсирует некоторое ухудшение величи- 
ны других критериев. Обе эти точки попали в таблицы ис- 
пытаний только благодаря ослаблению функциональных 
ограничений (2). Наиболее интересной конструктор счел 
точку Ао4з (см. табл. 5.1 и 5.2). Он обратил также внима- 
ние на то,-что ресурсы этих точек по Ф, (для Ао) и по Ф, 
(для Ал) исчерпаны, а некоторые координаты этих точек 
близки к границам П. Попытки улучшить эти точки не 
предпринимались. 

Диапазон изменения Ф, оказался 7,02 < Ф, < 8,89, 
хотя из исходных ограничений следует, что Ф, может ме- 
няться от 6 до 10. Конструктор решил, что нужно проана- 
лизировать причину такого ограниченного изменения Ф., 
чтобы выяснить возможности дальнейшего уменьшения D,. 

Продолжение расчета первой задачи. В том же паралле- 
лепипеде П при ограничениях (3) и (4) испытания были 
продолжены до № = 1024. В область С попало М№ = 108 
точек, так что в конечном счете у — 0,105 — увеличение 
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незначительное. Таблицы испытаний приведены в табл. 
5.3. Нарисованные в таблице критериальные ограничения 
определяют допустимое множество D, содержащее одну 
единственную точку — 4.1. 

Нри решении аналогичных задач у проектировщиков 
нередко появляется желание «поиграть» критериальными 
ограничениями: попытаться понять, что дают те или иные 
уступки, во что обходится ужесточение тех или иных огра- 
ничений. В настоящем эксперименте конструктор рассмот- 
рел семь наборов критериальных ограничений. Мы опи- 
шем три из них. 

Нервый диалог конструктора с ЭВМ. 
Среди всех 108 точек, попавших в таблицы испытаний, 
конструктор попросил выделить эффективные !. С учетом 
всех шести критериев, оказалось 59 эффективных точек 
и среди них точка А.. Следовательно, модель А, не пред- 
ставляется возможным улучшить по всем шести крите- 
риям. В определенном смысле данный вывод следует счи- 
тать естественным, так как исследуется весьма хорошая 
конструкция машины. 

Второй диалог конструктора с ЭВМ. 
Конструктор решил сделать уступки по наименее сущест- 
венным критериям Ф;и Ф.: были выбраны ограничения 

O;* = 1, Of = 4. А по первым четырем критериям, 
по-прежнему, Фу” = M,(A,), 1<v <4. 

В этом случае в допустимое множество ДР попали три 
точки: А!, Аа и Ауоо, из которых две последние — эффек- 
тивные. Обе эти точки конструктор счел примерно экви- 
валентными: лучшее значение Ф, (А...) уравновешива- 
ется лучшими значениями Ф; (Ао) и Ф, (Ала). Любопыт- 
но, что точку А, оказалось возможным улучшить по всем 
четырем важнейшим критериям. 

Третий диалог конструктора с ЭВМИ. 
Конструктор решил поискать точки, которые по одному 
из первых четырех критериев несколько хуже, чем А, 
зато по всем другим критериям — заметно лучше. С этой 
целью по таблицам испытаний были выбраны ограничения 

Ф:* = @D, (Agog) = 8,34, or" = Dy (Agg,) = 0,291, 

Фу" = = @, (Aass) = 33,62, or" = W, (Aga) = 7,61. 

По-прежнему, ф** =1, Ф*" = 1. 

1 Для краткости в этой главе приближенно эффективные точки бу- 
дем называть эффективными. 
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В допустимое множество попало всего.15 точек, из них 
12 эффективных (если считать решающими только 4 пер- 
вых критерия). Среди них конструктор отдал предпочтение 
эффективным точкам Ао, Аль и Аоо» (см. табл. 5.1 и 5.2). 

Наиболее интересным и даже неожиданным результа- 
том оказалась точка Ат, которая несколько хуже точки 
А, по критерию Ф,, но зато лучше ее по всем критериям 

„ — Ф;; значение Ф, (А.'5) минимально и значительно 
лучше, чем значение Ф, (4.1). Об интересных соображе- 
ниях конструктора, связанных © этой точкой, сказано 
ниже в выводах. 
Последующие диалоги конструкто- 

ра с ЭВМ существенно новых результатов не дали. 
Нетрудно заметить, что именно третий диалог более всего 
соответствует методике, изложенной в разделе 2.2. 

Попытки улучшить точку А..;. Координаты @475,4 = 
— 20,09 и алло = А, 20 близки к границам параллеле- 

пипеда = = 20 4 On — 94. Поэтому, в соответствии с 
рекомендацией, приведенной на с. 38, был проведен ра- 
счет точки Д’, отличающейся от Аз», этими двумя коорди- 
натами: a; = “ans, j при } = 4, ] 52 10; a, = 20, ay = 94. 
Значения всех критериев остались практически теми же 
и только Ф. (А’) = 3,65 несколько лучше, чем Ф, (А.:5) = 
= 3,70. 

‚Был проведен ЛП-поиск в небольшом параллелепипе- 
де, границы которого отличаются от координат Аа; не 
более, чем на 5%. После 32 испытаний точку Аль прак- 
тически улучшить не удалось. 

Руководствуясь динамическими соображениями, конст- 
руктор предложил провести ЛП-поиск в плоскости пара- 
метров 0; и 4, (при 3,00 < ов, < 5,33, 94 < и, < 100), 
фиксировав остальные координаты точки Aas. При 128 
испытаниях был получен ряд интересных, по мнению конст- 
руктора, точек, но ни одной из них отдать предпочтение 
перед точкой А.:; он не решился. 

Анализ зависимости критериев. Методом, изложенным 
в 4.2, были сосчитаны коэффициенты корреляции крите- 
риев в области @, содержащей 108 пробных точек. Резуль- 
таты, приведенные в табл. 5.4, показывают, что среди 
всех Ф, при 1 << 6 только Ф; и Ф; сильно зависимы: 
rs = 0,89. Внимательный анализ таблиц испытаний 
подтвердил этот вывод: группы лучших (и худших) точек 
по отношению к обоим критериям состоят, в основном, 
из тех же точек, хотя и расположенных в другом порядке. 
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Таблица 5.4 

Коэффициенты корреляции критериев 7), 

  

  

Ц v=2 3 4 5 v=6 

1 —0,14 0,60 0,00 —0,63 —0,56 
2 — 0,24 0,05 0,17 0,14 
3 — — 0,32 —0, 64 —0,47 
4 — — — —0,32 —0, 24 
5 — — — — 0,89           
Некоторые выводы. 
1. Действующая модель ВРА-8, которой соответствует 

точка А., по всем шести критериям неулучшаема. Однако 
существуют модели, соответствующие 4194 и Аьо., которые 
несколько превосходят исходную по четырем важнейшим 
критериям Ф, — Ф.. 

2. Найдена интересная модель, соответствующая точ- 
ке 4,.., оптимальной по критерию Ф,. Ее масса примерно 
на 1 тонну меньше, чем масса исходной модели, а значения 
остальных критериев, по мнению конструктора, при- 
емлемы. 

3. Обнаружена точка А.75, оптимальная по критерию 
Ф.. Модель, соответствующая этой точке, по массе на 
0,34 т тяжелее, чем исходная модель, но по остальным 
пяти критериям превосходит ее. Динамическая нагрузка 
на фундамент (критерий Ф.) у найденной модели почти 
вдвое меньше, чем у исходной! Для вновь проектируемых 
заводов и особенно заводов будущего предполагается 
строить многоэтажные здания, в которых виброплощадки 
можно устанавливать не только на первом, но и на более 
высоких этажах. Тогда уменьшение нагрузки на ‚перекры- 
тия приобретет первостепенное значение, и критерий Ф, 
станет главным критерием. 

4. Как уже указывалось, из № = 1024 пробных то- 
чек в П, всего М = 108 точек попали в @. Анализ ресур- 
сов позволил выяснить, что среди точек, не удовлетворяю- 
щих функциональным ограничениям, 72% точек не удов- 
летворяют ограничениям, связанным © ], (4), 7% — с 

f, (A), 3% — cf, (A) 218% — cf, (A). 
5. В постановке задачи предусматривалось, что Gs 

(масса уравновешивающей рамы) заключена в пределах 
3 «а, <Т. В действительности из-за функциональных 

78



ограничений пределы оказались более узкими: 4,02 < 
< о, < 6,04. Этим вызвано фактическое ограничение 
изменения массы Ф., обнаруженное при втором пробном 
расчете. 

6. В целом, возможности улучшения существующей 
модели ВРА-8 за счет сравнительно небольших изменений 
параметров весьма ограничены. 

5.3. Вторая задача: эскизное проектирование машины 
с минимальной массой 

Ставится задача: существенно улучшить значение крите- 
рия Ф, (масса машины) и, если это возможно, улучшить 
также значения других критериев. Так как предыдущее 
исследование показало, ‘что в параллелепипеде П такая 
задача неразрешима, то было решено резко увеличить 
область поиска. 

Глобальное исследование. Конструктор определил но- 
вый параллелепипед П’ при помощи параметрических огра- 

ничений ат и а", приведенных в той же табл. 5.1. Здесь 
пределы изменения 0. и а, определены из условий динами- 
ческой прочности. Нетрудно проверить, что при фиксиро- 
ванном о. отношение девятимерных объемов Ип, к Ип пре- 
восходит 106. 

При тех же функциональных ограничениях (3) и (4) 
в П’ было выбрано №’ = 4096 пробных точек, из которых 
в таблицы испытаний попало только N = 100 точек. Зна- 
чит, yp =~ №/М’ = 0,025; такое уменьшение у (по сравне- 
нию с у 0,1 в первой задаче) вполне естественно, так 
как там поиск велся в окрестности точки 41, которая всем 
ограничениям удовлетворяет. 

Вопреки ожиданиям, минимальные значения некото- 
рых критериев в этом опыте оказались больше, чем мини- 
мальные значения в П (табл. 5.2). Это указывает на не- 
достаточно подробный просмотр большого параллелепи- 
педа Ш’. Стоит, впрочем, отметить, что коэффициенты 
корреляции критериев, сосчитанные по этим 100 точкам, 
близки к полученным в разделе 5.2. 

Конструктор перепробовал шесть вариантов крите- 
риальных ограничений; при этом количество точек, по- 
павших в допустимое множество, колебалось от 0 до 20. 
После анализа всех 100 точек; было принято решение про- 
должить исследование по локальному пути. ‘° 

Локальное исследование. Были отобраны семь лучших 
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точек. Забегая вперед, отметим, что наилучшие результа- 
ты были получены в ходе поиска вблизи каждой из четы- 
рех точек, у которых ресурсы по Ф, и по Ф. оказались 
большими. Именно такое предсказание было сделано 
конструктором на основе вывода 4 в разделе 5.2. Наобо- 
рот, поиск вблизи каждой из трех точек, у которых ре- 
сурсы ЛД, = 0, существенно новых результатов не дал, 
хотя эти три точки и были эффективными. 

С некоторым опозданием мы решили перенести локаль- 
ный поиск на границу П’, а именно фиксировать мини- 
мальные возможные значения 09. =3 и ав = 3. Дело 
в том, что при таких предположениях DM, = a, + as Oy- 
дет минимальным: Ф, = бт. 

Вот как, например, был организован поиск вблизи 
точки 4145) = (36,8; 61,5; 1430, 22,2; 46,4; 0,954; 4,52; 
5,12; 0,425; 80,6): рассматривался восьмимерный парал- 
лелепипед, определенный условиями 

30 < a, < 40, 0,9 <a. < 1,0, 
56 << a, < 66, a, = 3,0, 

1400 < a, < 1450, ag = 3,0, 
20 <a, < 25, 0,40 < ay < 0,45, 
44 За, < 49, 90 < O49 < 100; 

в этом параллелепипеде было проведено № = 128 испыта- 
ний, из которых М = 71 удовлетворили функциональным 
ограничениям; наилучшие точки определялись на основе 
изучения таблиц испытаний. 

После этих экспериментов конструктор отобрал две 

наилучшие, по его мнению, точки Ais и Ато, которые были 
найдены вблизи точки A tase и, соответственно, вблизи точ- 
ки Ао. Параметры наилучших точек приведены в 
табл. 5.1, а значения критериев — в табл. 5.2. 

Некоторые выводы. 

1. Найдены две дмодели,! соответствующие точкам Ап 

и А12, достаточно хорошие по всем критериям и абсолют- 
но минимальные по массе (по сравнению с точкой Ао, 
найденной в разделе 5.2, массу удалось уменьшить еще 
на 1 т). 

2. Низкое значение *\} указывает на сложность постав- 
ленной задачи. 

3. Возможно, решение задачи упростилось бы, если 
бы значения GO, = 3, og = 3 были фиксированы перед гло- 
бальным исследованием. 
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Заключение. Значение критериев для всех наиболее 
интересных моделей, найденных в разделах 9.2 и 5.3, а 
также для исходной модели (точка A,) имеются в табл. 9.2. 

Результаты проведенных расчетов расцениваются спе- 
циалистами как очень интересные. Во-первых, доказано, 
что металлоемкость машины можно уменьшить на 2т, 
и при этом снизить усилия в приводе и динамические на- 

грузки на основание на 10—20% (точки Алв и Ат). Во- 
вторых, доказана возможность значительного снижения 
динамической нагрузки на фундамент © одновременным 
улучшением всех других критериев за счет увеличения 
массы машины менее, чем на 5% (точка Аать.). 

Полученные результаты стимулируют дальнейшее со- 
вершенствование конструкций резонансных виброплоща- 
док для формования железобетонных изделий, 

Дополнение 

НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА 

ЛП.ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 

У читателей, которые впервые узнают про ЛП.-последо- 
вательности, часто возникают вопросы: что означает само 
название, в каком смысле говорят о равномерном распо- 
ложении точек, сложно ли вычислять такие последова- 
тельности и др. Дополнение ставит своей целью по воз- 
можности коротко ответить на некоторые из этих вопро- 
сов. Лица, заинтересованные только в формулах расчета 
ЛПуепоследовательностей, могут обратиться прямо к Д.Т. 

Первые публикации об ЛП.-последовательностях от- 
носятся к 1966 году [24, 25]. Более подробно теория ЛП.- 
последовательностей изложена в статье [26] и в моногра- 
фии [27]. Ниже все результаты, содёржащиеся в этой мо- 
нографии, приводятся без ссылок, а. все более поздние 
результаты — с ссылками. В этой связи можно также ука- 
зать на обзорную статью [23]. 

Д.41. Геометрическое определение 

Этот параграф содержит вполне строгое геометрическое 
определение ЛП»--последовательностей. 

Двоичные параллелепипеды. Назовем двоичными от- 
резками. все отрезки, которые могут быть получены при 
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делении отрезка 0 < т < 1 на 2" равных частей; т. == 
= 0,1, 2,... Для определенности все двоичные отрезки 
считаем замкнутыми слева и открытыми справа, если 
только правый конец отрезка отличен от 1; если #шравый 
конец равен 1, то отрезок замкнут также и справа. Шри 
таком определении сумма всех двоичных отрезков длянь 
2" составляет отрезок [0, 1]. 

Например, двоичными отрезками являются отрезки 
[0, 1], [0, 1/>), 215, 1], [0, 1/4), re 1/0), 15, 3/,), eee 

Отрезки [1/,, 3/,) или [5/,, 7/5) двоичными не считаются. 
Перенумеруем все двоичные отрезки и обозначим их 

1; $ =1,2,.... Пусть & = (1,...,й), где некоторые 
(или даже все) А; могут совпадать. Назовем двоичным па- 
раллелепипедом П; множество точек с координатами 
(11,..., 2.) такими, что х; Е Ц; при } =1,2,..., п. 

Очевидно, любой такой двоичный параллелепипед 
принадлежит единичному п-мерному кубу КГ. 

П.-сетки. Сетку, состоящую из М = 2 точек куба 
К", назовем Пу-сеткой, если каждому двоичному парал- 
лелепипеду П, с объемом Уп, = 1/М принадлежит одна 
точка сетки. 

Например, сетка, изображенная на рис. 1.1, не явля- 
ется Пу-сеткой, а сетка, изображенная на рис. 1.3, — 
По-сетка. (Поясним, что в число двоичных прямоугольни- 
ков с площадью 1/1 входят прямоугольники с размерами 
1 x 1/6) 1/, x 11, 1 x 1, 17; x 1/,, 1/56 xX 1). 

Нетрудно доказать, что точки Пу-сетки расположены 
в каком-то смысле равномерно в К”. К сожалению, такие 
сетки существуют только при п = 1, 2, 3; в четырехмер- 
ном кубе невозможно построить Пу-сетку с числом точек 
М >> 4. Поэтому требование к распределению точек сетки 
приходится ослабить и ввести более общее определение. 

Определение. Сетка, состоящая из М№ = № 
точек куба А”, навывается Пусеткой, если каждому 
двоичному параллелепипеду П; с объемом Уп, = 2'/М 
принадлежат 27 точек сетки. При этом всегда предпола- 
гается, что у т. 

Например, сетка, изображенная на рис. 1.1, представ- 
ляет собой П.-сетку. 

П.-сетки существуют в А” при любых п, однако зна- 
чения т с ростом п приходится увеличивать. Проекции 
точек, образующих П.у-сетку в К”, на любую т-мерную 
грань куба К” образуют т-мерную Пт-сетку. Более того, 
эта т-мерная сетка может оказаться Пу’-сеткой с т’ т. 
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ЛП.-послёдовательности. Рассмотрим произвольную 
последовательность точек Py, P,, ..., P;,..., принад- 
лежащих К”. Назовем двоичным участком этой последо- 
вательности множество членов Р; с номерами $, удовлет- 
воряющими неравенству вида 

kBe<i<i(k +1) (=0,1,2,...; $=1,2,...). 

Например, участки 0<1<8, 8<1< 16, 16<1х< 
< 24,... двоичные, а участок 4 << 16 двоичным не 
является. 

Определение. Последовательность точек 
Р., Р1.....Р.... куба К”» называется JIT. -nocaedoea- 
тельностью, если любой ее, двоичный участок, содер- 
жащий не менее, чем 2“+1, {точек, представляет собой 
П.-сетку. 

Название «ЛП.-последовательность» появилось как 
сокращение фразы «последовательность, любой двоичный 
участок которой представляет собой Пу-сетку». 

Д.2. Количественные оценки 
равномерности распределения 

В этом параграфе определены две количественные харак- 
теристики равномерности распределения, перечислены 
некоторые их свойства и оценки x 
этих характеристик Waa JIII,-n0c- 7 — 
ледовательностей. 

Отклонение. Рассмотрим в А” 
произвольную сетку, состоящую 
из М точек Р;,...,Рм. ВКакив 
главе 1, обозначим через 5м (() р 
количество точек Р; (с номерами 
1<:< М), принадлежащих G. 
Произвольной точке Р из К” по- I, 
ставим в соответствие паралле- Q ГА 
лепипед Пр со сторонами, парал- 
лельными координатным плоско: Рис. д.1. К определению 

НИЯ 
стям, ис диагональю ОР (рис. Д.41). 
Объем Пь обозначим через Упр. 

Определение. ОтклонеНием точек Р\,...,Рм 
называется верхняя грань 

О(Р:, eee ‚ Рм) = sup | Sw (Ip) — NVup |. 

PEK 

  

  

1 с С     
  

4* 83



Таблица Д.41. Таблица числителей 
  

  

                          

ааа ||| | 12 | 

141111 111 1 1 1 1 4 1 
2111315115 | 17| 51| 85 | 255 | 257 771 | 4285 | 3855 
3] 14 [4/7] 44] 13 764) 67] 79] 465 721 | 823 |4 094 
4} 4/317] 5] 7| 43] 49 | 147} 439 (1013 | 727 | 987 
5/ 4 7415] 3] 15 | 54 | 125 | 144 | 177 759 | 267 | 4839 
61113111 11| 9| 59| 25| 89| 321 835 | 833 | 4033 
71114131 71| 311 47 | 109 | 173 | 181 949 | 471 |2545 
81113131 9] 91571 43| 43| 225 113 |1601 | 579 
9111317] 13| 31351 89 9 | 235 929 11341 |3863 

101 4 |1]|5]| 111271531 69| 25| 103 6145 | 913 | 977 
111113151 1115 | 19 | 143 | 445 | 44 157 | 1725 |3 463 
121 1111|7| 3] 291511 47| 97| 233 39 | 2021 | 2909 
33} 1 |3/7] 7] 24]; 61] 55] 19| 59 761 | 1905 |3379 
141111111 9| 23 | 37| 97| 971 353 169 | 375 | 1349 
1511 13131 5119 | 33 3 | 197 | 329 983 | 893 |3 739 
161 1411131131141 | 7| 37 | 101 | 463 657 |1599 1 347 
171111171 13125151 83| 255 | 385 | 647 | 4145 | 387 
18111315144 | 7] 14 | 103 | 29| 111 581 | 605 | 2381 
1911411111 3] 13 | 39| 27| 203 | 475 505 | 819 |2824 
2011 131|1| 15| 17| 631 13| 65| 451 833 | 975 11873 
24/ 4 74/75] 57 4] 27] 33] 195 | 263 139 | 915 | 4959 
2211 |313| 31| 25 | 17 | 145 | 177 19 147 |1715 | 1929 
23111113115 | 29| 145 | 41| 10| 249 203 | 1223 | 2389 
24/14 /3/4] 7) 34 23] 79) 17] 275 81 11367 |3 254 
25111317] 91| 31| 291 47| 47| 369 | 337| 663 | 1449 
26| 1111511431141] 3] 29] 169 | 393 829 | 629 | 243 
27111311] 91 5] 24| 1419 | 109 | 167 989 | 525 |3 609 
8111113] 1123113 | 75| 149 | 333 375 | 469 | 1134 
29); 1 43/3] 44127] 31) 73) 15] 473 365 | 984 | 4701 
301111171 7] 19| 25 | 105 | 243 | 469 134 | 1667 | 143 
314] 1/315] 5] 21] 9 7 | 135 | 101 245 | 1587 | 1339 
321 1111111515149 | 59 | 253 21 733 |1254 |3497 
331111111 11| 11 33| 65| 1941 | 451 451 | 451 |2499 
34| 413151151 147 | 19| 24] 155 | 229 447 | 481 | 1571 
3511111711411 13 | 29 31175 | 247 177 | 721| 983 
361113171 5| 7[| 111 443 | 63| 297 57 | 483 14021 
3711111513115] 19| 61| 47| 403 | 471 [1209 | 1625 
3811131414111 9] 271 89 7| 497 979 | 1457 |3 217 
391111131 71311 15| 45| 23 61 197 | 415 | 1163 
40| 113131 91| 9] 25 | 107 | 39| 361 251 11435 |2977 
411 113171131 313] 25| 55| 245 547 | 725 |3 391 
4211 |115] 11| 27| 21 5| 71| 393 137 | 864 | 675 
431113151 11| 15|151| 49] 87| 125 567 41 13093 
44|] 1 |171 31| 29 | 19 | 144 | 103 | 285 |1024 |.1649 | 1495 
451113171 71 21| 29 | 149 | 119 | 501 167 |1579 |3 443 
4611]111 9] 23|] 5| 331135 | 277 877 |1701 | 557 
41|] 113131 5119] 14| 671 153 | 199 929 | 869 | 675 
48| 4 11131 13 | 11 | 39 | 101 | 169 | 301 269 |1151 | 1489 
4911411117] 13| 25 | 37| 19] 185 19 327 |1897 |2303 
5011 13151141| 7] 43| 39| 201 83 997 11679 |3925 
541414 11141 31131 71 911247 1 351 91 11355 13 705



  

[=20 _ 
  

  

4369 
4 125 
5 889 
6 929 
3 913 
6211 
1731 
1 347 
6 197 
2817 
5 459 
8 119 
5 121 
7 669 
2 484 
1 101 
2677 
1405 
7 423 

729 
2465 
474 

2 887 
1715 
5595 
5 689 

3 169 
4 485 
6 311 
3557 
483 

3181 
3 195 
5213 
5 085 

185 
1 323 
1713 
4 021 
5 875 
5363 
4 977 

1779 
6777 
287 

6 919 
1517 
1875   

13 107 
4 141 
6 913 

16 241 
11 643 
2 147 

11 977 
4417 

14 651 
9997 
2 615 

13 207 
13 313 
2671 
5 201 

11 469 
14 855 
12 165 

5 837 
5 387 

12 483. 
12 945 
1279 

187 
8 133 

11 819 
14 471 
7 615 
2 981 
4 081 
7 223 

11 843 
10 799 

9 277 
2 034 

15 374 
6 603 
7 563 

11 617 
4 129 

12 064 
3 471 

15 919 
1 097 

10 369 
14 343 
8 475 

16 139 
305 

7 621 

21845 
28 723 
16 647 
16 565 
18 777 
3 169 
7241 
5 087 
2507 
7451 

13 329 
8 965 

19 457 
18 394 
3 123 

11 699 
721 
709 

20 484 
19 285 
13 057 
32 321 
4865 

` 12 285 
4 929 

15 889 
12 625 
8 405 

12 593 
28 637 
13 425 
28 285 
15 893 
15 405 
4677 

19 493 
1 129 

25 321 
14 979 
4099 

25 469 
17 589 
6 731 

13 483 
15 325 
18 465 
6 929 

16 677 
21 765 
4 381     

65 535 
45 341 
49 925 
47 139 

35 225 
35 873 
63 609 
12 634 
27 109 
12 055 
35 887 
9997 
1033 

34 164 
32 253 
45 865 
26 903 
41543 
12 294 

5 165 
28 934 
29 377 
64774 
53 634 
10 817 
48 083 

8 881 
41 135 
60 913 
60 935 
58 577 
12 029 

959 
19 637 
26 607 
56 445 
36 087 
52 563 

5 455 
12 345 
AT 423 | 
50 131 
43 771 
08 779 
33 334 
63 615 
46 013 
34 579 
45 827 

9 079   

65 537 
53 505 

116 487 
- 82207 
102 401 
33 841 
81 003 

103 445 
5 205 

44 811 
97 323 
75 594 
62 487 
12 111 
78 043 
49 173 

100 419 
57 545 
86 017 
27 985 
54 019 

127 427 
24 321 

110 854 
8 261 

67 537 
34 707 

106 823 
15 703 
94 129 
69 524 
86 024 
19 793 
87 283 
20 934 
26 369 
66 817 
37 745 
68 289 

102 733 
29 505 
33 137 
23 313 
36 564 

118 321 
43 349 
52 785 

120 984 
94 157 
94 533   

196 611 
250 113 
83 243 
50 979 
45 059 
99 889 
15 595 

152 645 
91 369 
24 895 
83 101 

226 659 
250 917 
259 784 
63 447 

147 489 
206 167 
77 163 
12 303 
69 809 
21 251 

103 759 
42 2471 

4 357 
189 904 
63 993 
85 105 

107 847 
26 967 

109 273 
247 154 
217 093 
213 491 
186 143 
54 345 
27 399 
98 054 
81777 

209 987 
21 287 

124 097 
98 739 

151 281 
116 819 
59 665 
30 799 
15 249 

239 693 
113 679 
37 261   

4 
327 685 
276 234 
116 529 
202 717 
36 865 

247 315 
144 417 
130 127 
302 231 
508 255 
320 9014 
187 499 
234 593 
36 159 

508 757 
81 991 

241 771 
357 231 
299 025 
128 325 
62 233 

472 544 
338 694 
153 347 
255 947 
336 469 
479 495 
339 034 
507 907 
475 921 
424 277 
348 165 
377 941 
343 297 
299 163 
521499 
451 841 
235 347 
346 179 
128 415 
444 613 
361 365 
270 519 
420 599 
498 897 
322 567 
14 035 
73 299 

204 881 
434 304   

1 
983 055 
326 444 
715 667 
851 904 
299 009 

1 032 727 
685 617 
775 365 
172 023 
574 033 
810 643 
628 965 
308 324 

232 401 
974 837 
802 875 
987 904 
378 135 
7174 207 
164 575 
248 081 

1008 719 
599 834 

671 033 

134 787 
149 285 
911 133 
977 907 
344 073 
281 389 
789 985 
176 165 
414 943 

1041 185 
741 087 
132.383 

175 364 
539 895 
521 289 
20 689 

430 923 

426 737 
11 187 

998 394 
494 137 
939 017 
507 165 
863 545 
761 914 
176 455 
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(В литературе часто отклонением называют отношение 
D/N, которое для случайных точек Р.,..., Рм превра- 
щается в отклонение выборочной функции распределения 
этих точек 5м (Пр)/М от теоретической функции распреде- 
ления Упь.) 

Чем меньше О, тем более равномерным следует считать 
расположение точек Р.,..., Рнмв БГ. Легко видеть, что 
всегда О (Р:,...,Рм) < М, но точная нижняя граница 

неизвестна.! (При п = 1 она рав- 
(2h Ha 1/ 2.) ° 

{ Теорема 41. Для того что- 
1+ бы последовательность Py,... 

Ii. 1 ...Р;, ... была равномерно расп- 
| ределенной вК", необходимо и до- 

статочно, чтобы при № - oo 

р (Р.,..., Рю) =о (№. 
_ Специалисты полагают [22, 23], 

0 А, что наилучший возможный поря- 
док отклонений при М№ -> < ра- 

Рис. Д.2. К определе- вен О (In” №). 

нию неравномерности. Неравномерность. Выберем в 
К" произвольный двоичный па- 

раллелепипед Il, и перенесем начало координат 
в центр П‚. Координатные плоскости разобъют Пу 
на 2” равновеликих октантов (точнее — гипероктантов) 

+ 

(рис. Д.2). Обозначим через Ух совокупность всех «по- 

ложительных», а через Ух — совокупность всех «отрица- 
тельных» октантов. 

Если в К” заданы N rower P,,..., Py, TO paBHoMep- 
ность их расположения в П, можно характеризовать ве- 

личиной | 5м (Ух) — 5м (У» |. Верхняя грань этой вели- 
чины по всем двоичным параллелепипедам 

sup | Sv (Vi) — Sn (Vi) | | 
Thy, 

  

  

        

    
  

есть целое число, как-то характеризующее расположение 
точек P,,..., Py B K”. 

Определение. Неравномерностью точек 
Р.,...,Рм называется максимальная верхняя грань 

Poo (Pi, ее) Pn) = max ove | Sn (Vi) — Sn (Vie) |, 

К 
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где максимум берется по всем сеткам, которые состоят из 
проекций точек Р.,..., Ри на какую-нибудь т-мерную 
грань куба К” (Рассматриваются всевозможные грани 
при всевозможных 1 << п.. 

Нетрудно доказать, что 1 < ф-» (Р:,..., Рм) < №, 
хотя значение ф» = 1 реализуемо только в одномерном 
случае. (В двухмерном случае (п = 2) точная нижняя гра- 
ница Ф» = 2, а при п > 2 точная нижняя граница неиз- 
вестна). 

Теорема. 2. Для того чтобы последовательность 
Р\,...,Р;,... быма равномерно распределенной в К”, 
необходимо и достаточно, чтобы при М -> oo 

Фо (Pi, ...у Py) = 0 (J). 

Наилучший возможный порядок неравномерностей 
при М -> со равен О (1). 

Оценки отклонений и неравномерностей. Обозначим, 
т 

как обычно, через ) биномиальный коэффициент, 

так что (7) =m(m—1)...(m—k+ VE 
Teopema 3. Jaa mobo T,-cemnu 6¢ К", состоящей 

us N > 2”-14t mouex, cnpasedauea oyenka 
n—1 

v—t 
Р(Р:,..., Ри) <» ), 

j=0 

2de v = log, N. 
Теорема 4. Для произвольного начального участка 

любой ЛПу-последовательности в КГ, содержащего не ме- 
нее, чем 27-\т точек, справедлива оценка 

Р(Рь..., Ри) < 2“ E +3 1, 

20e v, = E (10. №) — целая часть логарифма М. 
Теорема 5. Даля произвольного начального участка 

любой ЛП--последовательности в К" справедлива оценка 

Poo (Po, eee, Py-) < 291—141, 

Пусть теперь О,, 0:,....Ор...— какая-нибудь 
ЛПепоследовательность в А”. Так как оценка неравно- 
мерностей в теореме 5 не зависит от М, то очевидно, при 
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№ — со 

Фо (Qo, ..., Ом-1) =O (1); 

это наилучший возможный порядок. 
Из теоремы 4 вытекает, что при М -+ со 

D(Qo, +++, On-1) =O (In® NV); 
как упоминалось выше, это, по-видимому, наилучший 
возможный порядок для всех №. Однако, если ограничить- 
ся только значениями / вида М = 2^, то эту оценку 
можно усилить. Дело в том, что любой начальный уча- 
сток О., 01,...,Ом— при № = 2^* представляет собой 
Пе-сетку (если только У > т), и для оценки неравномер- 
ности можно воспользоваться теоремой 3, откуда выте- 
кает, что при № = 2* 

D(Qo,-++; Qn-a) =O (In™-4N). 
Последняя оценка показывает, что при практическом 

использовании Л-последовательностей, вообще говоря, 
целесообразно выбирать количество точек вида М = 2^. 
Тогда можно удваивать №, сохраняя эту оценку и не пе- 
ресчитывая уже имеющиеся точки. 

Из теорем 1 и2 и оценок р иф» для ЛПепоследова- 
тельностей следует, что все ЛП-последовательности рав- 
номерно распределены в К”. 

Случай кубических решеток. Для кубических решеток 
(см. раздел 1.4 и рис. 1.4), которые состоят из. М = М" 
точек с координатами 

ip +e tn tls . 

где #й,..., ш независимо принимают все значения 0, 
1,..., М — 1, величины О и ф» можно вычислить точно: 

р=- Мы", фь NH, 

Из этих формул видно, что при п = 4 отклонение и нерав- 
номерность таких решеток минимальны: Р = 1/., ф» = 1. 
Однако с увеличением п порядки этих формул быстро 
ухудшаются и приближаются к наихудшему порядку 
О (№). 

Для случайных сеток, состоящих из М независимых 
случайных точек, равномерно распределенных в К”, 

с большой вероятностью р = 0 (УМ). Поэтому асимрто- 
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тика оТтклонений для таких веток лучше, чем АсимптотикА 
отклонений для кубических решеток, при п > 3, когда 
1. < 1 — 1. 

Д.3. Алгебраическая теория 

Этот раздел Дополнения — самый сложный. Здесь очень 
коротко описан эффективный способ построения ЛПу-по- 
следовательностей, у которых все координаты всех точек 
двоично рациональны. 

ДР-последовательноети. Выберем бесконечную тре- 
угольную матрицу вида 

1 0 
1 

| Vsj | = 1 (|) 
U 53 . 

которую будем называть направляющей матрицей. Эле- 
менты U,j;, расположенные ниже главной диагонали, 
могут быть нулями и единицами. 

Задание матрицы (5.;) равносильно заданию последо- 
вательности двоично рациональных дробей (в двоичной 
системе) 

‘ V; — 0, 0:10:52 о о @ 05) 

которые называются направляющими числами. 
Последовательностью двоично рационального типа или 

ДР-последовательностью называется последовательность 
чисел г (0), г(1),...,г(?),..., вычиесляемых по следую- 
щим правилам: 

1°. r (0) = 0, г (2) = Voss; 
27. Если 2 <1< 2, то r(i) =r ()#er(i — 2), 

ГДе * означает поразрядное сложение по модулю 2 в дво- 
ичной системе. Эта логическая операция, называемая так- 
же «исключающее ИЛИ», осуществляется во всех совре- 
менных ЭВМ одной командой и часто используется для 
сравнения кодов (вычислители называют ее обычно ко- 
мандой «сравнение»). Например, 7/1в * 5/3. = 14/55, ибо 
7/1в = 0,0414, 5/,, = 0,00404, а «сумма» 0,0141 + 0,00101 = 
= 0,04044. 

Нетрудно доказать, что правила 1°и 2° равносильны 
следующему определению: если в двоичной системе 
{ —= еж... @ое1, TO 

Г (i) — eV; * еГ’2 *...* CmV m-



Лемма. — ДР-последовательность r (0), г (1),... 
...Г(,..., соответствующая направляющей матрице 
(©, ;), есть одномерная ЛПо-последовательность, составлен- 
ная из всевозможных двоично рациональных дробей. 

Пример. Пусть и.;, = 6,» то есть все Us, = 1, 
а при $ 52 ] всеу,; = 0. Тогда соответствующая ДР-после- 
довательность представляет собой последовательность ван 
дер Корпута: если { = ев. .-е.е1, то 

р (1) = О,ее»- + +e. 

Ниже строятся многомерные ЛПу-последовательности, 
каждая координата которых представляет собой ДР-по- 
следовательность. Основная трудность такого построе- 
ния — обеспечить в каком-то смысле независимость этих 
координат. 

Моноциклические операторы в поле GF (2). Поле 
СЕ (2) состоит из двух элементов: 0 и 1. Правила умно- 
жения — обычные; правила сложения: 0 - 0 =1 -- 14 =0, 
O0O+1=-14+0=1, 

Рассмотрим линейное разностное уравнение порядка т 
с постоянными коэффициентами 

- Lu; = 0, 

где разностный оператор СЁ определен выражением 

Duy = Uiem + misma + ee Glin + UG; 

здесь все и; и а; принадлежат СР (2). 
Решением уравнения Lu; = 0 назовем бесконечную 

последовательность 

ee 09 Ид, И, Uo; и, Uo, ee 09 

определенную при всех —со << сх и удовлетворяю- 
щую уравнению при каждом $. 

Определение. Оператор С называется моно- 
циклическим, если уравнение Ги; = 0 имеет решение 
с наименьшим периодом 2" — 1. 

Так как существует всего 2" —1 различных нетриви- 
альных групп (и1,..., Иж), состоящих из нулей и единиц, 
то нетрудно доказать, что все нетривиальные решения мо- 
ноциклического уравнения различаются между собой 
лишь сдвигом нумерации. В литературе иногда такие ре- 
шения называют М-последовательностями (последователь- 
ностями максимального периода). 

Таблица всех моноциклических операторов до поряд- 
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ка 9 включительно приведена в [27], где, однако, имеется 
опечатка: вместо кода оператора 207 должен стоять 
код 203. 

Пример. Оператор ила + из + ино - и; не мо- 
ноциклический, так как уравнение 

ина Риз Е Иа + Uy = 0 

имеет решение и; = 1 с периодом 1. 
Оператор и;4 | ин: - и; моноциклический, так как 

любое нетривиальное решение уравнения 

ина Рива + щ =0 

имеет период 15. Например, решение 

..., 1,0,0,0,1,0,0,1,4,0,1,0,1,4,1,... 

Построение ЛП.-последовательностей. Условимся го- 
ворить, что направляющая матрица (.;) принадлежит 
оператору Г, порядка т, если выполнены два условия: 
а) Каждый из первых т столбцов матрицы является ре- 
шением уравнения Ги; = 0: 

2} = 0 

при каждом фиксированном 17; {<} < м. 
6) Каждый из последующих столбцов матрицы является 
решением неоднородного уравнения: 

Lv;; = Vi, j-m 

при каждом фиксированном j; m <j < <. 
Про ДР-последовательность, соответствующую такой 

направляющей матрице (5.;), будем также говорить, что 
она принадлежит оператору Г. Так как элементы и.;, стоя- 
шие ниже диагонали в первых т столбцах, могут выби- 
раться произвольно, то одному оператору могут принад- 
лежать разные ДР-последовательности. 

Теорема 6. Пусть Г., ..., 2 — различные мо- 
ноциклические операторы, порядки которых равны т»ь,... 
wey Mn. Пусть р; (0), р, (1),..., р) (1),...— какая- 
нибудь ДР-последовательность, принадлежащая операто- 
ру Г.;. Гогда последовательность точек 0, 01,..., О,» ... 
с координатами 

9; = (р (9, Рз (9,..., Рь (9) 
есть ЛП--последовательность в К" со значением 

т => (m; — 1).



Здесь в качестве первой координаты использована 
определенная выше последовательность ван дер Корпута, 
о которой формально можно сказать, что она принадлежит 
оператору Lu; = и: и единичной матрице (и, }). 

О значениях т. Из последней формулы видно, что для 
того, чтобы уменьшить т, следует выбирать моноцикличе- 
ские операторы Г; возможно низких порядков т,. С по- 
мощью теоремы 6 построены ЛПу-последовательности, 
для которых т = 0 при п =Ти2 ит = 1 при п = 3; 
доказано, что эти значения т — минимальные. При п = 4 
получается значение т = 3, однако минимальность этого 
значения не доказана. Вообще, при п — со 

т = О (п 102 п). 

я e 
Д.4. О дополнительных свойствах равномерности 

Оценки, полученные в разделе Д.2, показывают, что по 
своей асимптотике все ЛП--последовательности относят- 
ся к числу наилучших. Однако для практики важно, что- 
бы равномерность расположения устанавливалась быстро, 
а не только при М - + со. С этой целью в статье [34] были 
сформулированы некоторые дополнительные требования, 
которые можно удовлетворить путем выбора неопределен- 
ных пока элементов и,; в направляющих матрицах. 

Свойство А. Разобъем куб К” плоскостями 5; = 
при } =1,2,...,п на $ = 2" октантов, которые будем 
считать двоичными параллелепипедами. Разобьем после- 
довательность точек Р., Р:, ....Рь.... на двоичные 
участки, длина которых равна f: 

Ро,..., Рь; Рь..., Ра, Ро, -.., Ра: ... 

Если в любом из этих участков все точки принадлежат 
различным октантам, то мы говорим, что последователь- 
ность обладает свойством А. ; 

Теорема 7. Последовательность Оз, О1,..., О. 
построенная в теореме 6, обладает свойством А тогда и 
только тогда, когда определитель размером п Х п, с0- 
ставленный из первых столбцов всех направляющих ма- 
триц, равен 1 (то4 2). 

Существование ЛП.-последовательностей, обладающих 
свойством Д, в любом К” доказано в [34]. Недавно 
И. Б. Матусов доказал, что ЛПх-последовательность, об- 
ладающую свойством А, можно построить, используя все 
моноциклические операторы низших порядков подряд. 
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В табл. Д.41, приведенной ниже, использованы все 
моноциклические операторы подряд, а направляющие 
числа выбраны так, что свойство 4 выполняется при лю- 
бом п < 16. 

Свойство A. В кубе К” проведем Зи плоскостей 
4, 2 1/,, т, = 3/. при } =1,2,..., п. Они ра- 

 Абыют Re we на $’ = 4" кубиков, которые мы также будем 
считать двоичными параллелепипедами. Разобъем после- 
довательность Р., Р!,...,Р;,... на двоичные участки, 
длина которых равна t’: 

Ро, ++, Prog; Pry. ++ 5 Pots; Pott), Patras... 

Если в любом из этих участков все точки принадлежат 
различным кубикам, то мы говорим, что последователь- 
ность обладает свойством А’. 

Свойство ДА’ также исследовано в статье [34]. Мы от- 
метим только, что направляющие числа,. приведенные. ни- 
же в табл. Д.1, выбраны так, что свойство А’ выполняется 
при каждом п < 6. 

Можно ли, используя все моноциклические операторы 
низших порядков подряд, выбрать направляющие матри- 
цы так, чтобы при каждом п были выполнены и свойст- 
во Д, и свойство A’ — неизвестно. 

Свойство А в какой-то мере гарантирует разумное 
расположение точек О’, 01,..., Ом при М < 27, так 
как каждая следующая точка попадает в один из свобод- 
ных октантов. Более того, при № = 2" 1 можно дока, 
что половина точек расположена в области х,<!1 
а другая половина — в области т, > М.,, каково бы ни 
было 7} =1,2,..., п. 

Д.5. Вычисление интегралов 

Точки ЛПу-последовательностей используются в качестве 
узлов кубатурных формул для вычисления интегралов 
по А”. В некоторых случаях такой способ вычисления 
интегралов обеспечивает наилучший порядок сходимости. 
Мы ограничимся минимальными сведениями из этой об- 
ласти. При этом будем обозначать точку (71,..., 1.) = Р 
и dx,... di, = 4Р. 

Предположим, что требуется вычислить интеграл 

I= \ f(P)aP. 
К”



Теорема 8. Если последовательность Р1,... 
....Рыь... равномерно распределена в К", то для любой 
ограниченной интегрируемой по Риману функции |(Р) 

Рассмотрим теперь класс функций И’, (С), непрерыв- 
ных в К” и имеющих кусочно непрерывные частные про- 
изводные, содержащие не более одного дифференцирова- 
ния по каждому переменному, которые по абсолютной 
величине не превосходят С. 

Более подробно, в определение класса функций У’, (С) 
входят все производные вида 0//дт,, все производные вида 
0*f/dxj0x, при } 52 Ё и т. д. до самой старшей среди них 
д"}/0х.0х.... 0х, включительно. И все эти частные про- 
изводные по абсолютной величине не превосходят С. 

Теорема 9. Если О, О,....Ов...— ЛИс-по- 
следовательность в К", то при N = 2° uv—->o 

N—1 
1 sup |— )—1| = ОМ ша М). ‚ор. | >, |= ОМ шим) 

В статье [20] доказано, что этот порядок сходимости 
оптимальный для класса И’, (С). 

Примеры вычисления интегралов высокой кратности 
при помощи ЛП.-последовательностей имеются в [30, 
38, 39]. 

Вычисление несобственных интегралов [28, 29]. Пред- 
положим, что 1° функция } (Р) и все ее частные производ- 
ные, входящие в определение класса И’, (С), непрерывны 
uph O<2,;< 1; j=1,2,...,n; 2 при 21...34 -—0 
функция имеет интегрируемую особенность вида 

(Раде... а. 

’ Теорема 10. Если О, О... Ов... — ЛИепо- 
следовательность, построенная согласно теореме 6, то для 
любой функции } (Р), удовлетворяющей требованиям 1? и 2°, 

N 

lim 3, ),,f (Qi) =L. 
4=1 
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Д.6б. Некоторые другие свойства 

Отлично распределенные последовательности. Наряду 
с равномерно распределенными последовательностями рас- 
сматривают также гораздо более узкий класс последова- 
тельностей, который называют отлично распределенными 
(еП-а1зе1Ьщеа [22]). Чтобы определить такие последо- 
вательности, необходимо наряду © исходной последова- 
тельностью Р!,...Р;... рассмотреть всевозможные 
«остаточные» последовательности вида Р;:1,..., Рау, ... 
Пусть 5м,к (П) — количество точек с номерами Ё | 1 < 
<< Е-- М, принадлежащих Ц (определение Ц см. 
раздел 1.1). 

Определение. — Последовательность Pj,... 
...Р,... называется отлично распределенной, если 
для любого П 

Snel) __ 
М =Vy 

lim 
N—oo 

равномерно относительно k = 0,1, 2,... 
Если в качестве Р; выбирать независимые случайные 

точки, равномерно распределенные в А”, то © вероят- 
ностью 1 последовательность Р;,...,Р;,... будет р.р. 
Но вероятность того, что последовательность эта ока- 
жется отлично распределенной, равна 0. 

Теорема 14 [35]. Все ЛП--последовательности 
отлично распределены. 

Корреляционные свойства ЛП.-последовательностей. 
В алгоритмах Монте-Карло с конструктивной размер- 
ностью п можно использовать точки ЛП.-последователь- 
ности Q; = (Gi,1,- +--+» Qi,n) вместо случайных точек 
(%.,..., и), где Yy — независимые случайные числа 
[15, 32]. При этом вместо сходимости по вероятности со 

скоростью 1/У М гарантируется сходимость в классическом 
смысле, иногда со скоростью 1/М№1-е, где 8 > 0 как угод- 
но мало. 

В таких расчетах роль независимых случайных чисел 
у; и и играют последовательности координат 4}... 
Чл... Ш ь.. о. Чь ... Вместо соотношения 

r (Vj, 1) = 0 

(определение коэффициента корреляции приведено в 4.2) 
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имеем соотношение 

“ 

вы (9-4) (0-4) =0 
i=) 
1—9 

\ 

Скорость сходимости в последней формуле исследова- 
лась эмпирически Bb. Г. Ситниковым и А. ЦП. Шагун. 
На основании этих экспериментов в [38] была высказана 
гипотеза, что при № = 2^ 

№ у, (9:,5 — +) (4. | . -)= A + 93,2 (¥); 

где все ©, ; (*) — целые неотрицательные числа. 
Несмотря на то, что многочисленные расчеты подтвер- 

ждают эту гипотезу, а для ©, „ (\) в [38] даже подобрана 
аналитическая формула, строгого доказательства (или 
опровержения) этой гипотезы нет. 

Бесконечномерные ЛП.-последовательности. Так как 
количество моноциклических операторов бесконечно, то 
теорема 6 позволяет рассматривать бесконечномерные 
точки 

X; = (р ©, р» (,...,Рь (9,...), 
проекции которых на К” при каждом п представляют 
собой ЛП--последовательности в К”. Изучению после- 
довательностей точек Х,, Х.,...,Х;... посвящена ра- 
бота [30]. С помощью таких точек можно вычислять бес- 
конечномерные интегралы, решать интегральные урав- 
нения, моделировать цепи Маркова (см. также [31, 33]. 
Исследованию бесконечномерных равномерно распреде- 
ленных последовательностей посвящена также статья [24]. 

Д.7Т. Формулы расчета 

Таблица числителей. В табл. Д.1 приведены числители 
" направляющих чисел при 1 <} < 51, 1<1< 20. 
Хотя в расчетах точек О; удобнее ¥ использовать сами HA- 
правляющие числа 

р 92, 
мы табулировали числители, чтобы уменьшить объем 
таблицы. По таблице Д.14 можно вычислять точки О; 
с номерами 0 <#-< 220 в кубе К” размерности п < 51. 
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Если требуютлёя точки размерности п < 54, то следует 
использовать лишь первые п строк таблицы; если коли- 
чество используемых точек заранее ограничено i << 2'™, 
где [м< 20, то можно ограничиться первыми {м столб- 
цами этой таблицы. 

Исходный алгоритм. Перед началом расчета надо за- 

менить таблицу г) таблицей У». 
Далее, если в {двоичной системе номер точки { записы- 

вается в форме { = еж... езе1, то все декартовы коорди- 
наты точки Q; = tt 12+ + +) Qin) вычисляются по единой 
формуле () =1,2,..., п): 

diy = eV же, И) *... жет, (1) 

где * означает поразрядное сложение по модулю два 
в двоичной системе (операция «исключающее ИЛИ»). 
Подробнее о ней сказано в разделе Д.3. 

В формуле (1) умножать е, на 7% не надо: если е, = 1, 
то соответствующее значение у войдет в (1), а если 

= 0, To соответствующее у надо пропустить. Таким 
oSpasou. для расчета по формуле (1) нужны только логи- 
ческие операции. 

Блок-схема программы для такого расчета имеется 
в [27], программа для ЭВМ типа М-20 приведена в [46]. 

Арифметический алгоритм. Для реализации формулы 
(1) удобно использовать машинные команды. Если такой 
возможности нет или использование процедур в машинном 
коде нежелательно, то можно прибегнуть к расчету непо- 

средственно по таблице г. Для этого по заданному 
номеру #{ вычисляем 

= 1 + [In И 2], 

а затем для } =1,2,...,п 
| т _ 4 т a 1 —_ 

фл = 21 \ [2 [20+] , ах Pa 
В последних двух формулах [2] — целая часть, а {2} — 
дробная часть числа 2. 

Расчет по арифметическому алгоритму гораздо медлен- 
нее, чем расчет по формуле (1), но если количество исполь- 
зуемых в расчете точек О; не превосходит 10*, то он впол- 
не приемлем. Составленная по этому алгоритму подпро- 
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грамма на языке ФОРТРАН, опубликованная в [37] и 
[36], использовалась во многих расчетах. 

Подпрограмма на языке ФОРТРАН. 

Целые числа МА (., Г) берутся из табл. Д.1. Г — номер 
точки, М — ее размерность. Используются две встроен- 
ные функции, имеющиеся во всех версиях ФОРТРАНА: 
АГОС (Х) — натуральный логарифм Х и INT (X) — 
целая часть Х, а также функция, описанная в программе, 
D (X) = X — INT (Х. Значение ш 2 принято равным 
0.693147. Выходные данные — массив О. 

SUBROUTINE LPTAU (NR, I, N, Q) 
DIMENSION Q(N), NR (N, 28) 
D (X) = X — INT (X) 
A=I 
М = 1- INT (ALOG (A)/6.693147) 
DO1S=1,N 
5 =й 
DO2K=1,M 
NS = 6 
DO3L=K;M 
B=NR (UJ, LD) 

3 NS = NS + | 
+ INT (2*D (A/2**L))*INT (2*D(B/2** (LZ + 1 — &))) 
2S=S8+4+D (6.5*NS)/2**(K — 1) 

1Q@(W)=S 
RETURN 
END 

Сверхбыестрый алгоритм. В статье [19] предложен спо- 
соб сверхбыстрого расчета ЛП.-последовательностей. Для 
этого порядок следования точек О; меняется так, чтобы 

каждая следующая точка 0; легко вычислялась по преды- 
«» s 

дущей точке О;_, и чтобы при этом двоичные участки но- 
as 

, Ud ‘ 

вой последовательности (0, 0\,...,0;,... совпадали 
с двоичными участками последовательности (О., О\,... 
....Ов... Последнее условие гарантирует сохранение 
всех основных и дополнительных свойств равномерности. 

Пусть Г (7) — так называемый код Грея, соответст- 
вующий номеру $. По определению 

где [2] — целая часть 5. 
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Например, Г (3) = 2, так как в двоичной системе 
t= 11, [1/2] =1, &* [1/2] = 40; или Г (10) = 15, так 
как & = 1010, [5/2] = 101, #* [1/2] = 14444. 

Два соседних кода Г (} иГ (; — 1) всегда различаются 
в одном и только в одном разряде | = | (i), HOMep KOTO- 
рого можно вычислить по формуле 

1—1 {- 106» [Г (#)*Г (#—1)] (2) 

Поэтому, полагая 0; = Огу), получаем для расчета О; 
следующий простой алгоритм: 

1°. 40.1 = oo Чоп == 0; 

2. Ча ТФ (=1,2,...,п). 

Так как вычисление по последней формуле и по фор- 
муле (2) может быть осуществлено при помощи одних 
логических операций, то при больших п этот алгоритм 
оказывается быстрее, чем стандартные алгоритмы получе- 
ния псевдослучайных чисел, в которых для получения п 
чисел надо затратить п умножений. 

Сверхбыстрая подпрограмма на языке ФОРТРАН. 
Необходимо сразу же подчеркнуть, что расчет по этой 
программе возможен только в том случае, когда трансля- 
тор позволяет использовать простейшие логические функ- 
ции, описанные в конце параграфа. Расчеты [38] выпол- 
нены © помощью транслятора РОВЕХ, составленного 
Ю. М. Баяковским в Институте прикладной математики 
им. М. В. Келдыша АН СССР. Составитель подпрограм- 
мы — Ю. Л. Левитан. 

а) Вспомогательная подпрограмма, 

предназначенная для перехода отг 
кУ.. 

Будем считать известным двумерный массив МА (.М, 
ГМ), содержащий таблицу числителей Д.1 или ее часть. 
Размер массива должен быть указан: например, О/- 
MENSION NR (51, 20), econ JM = 51, LM = 20. 

Программа МАГУ вычисляет таблицу направляющих 
чисел ГУ, исходя из таблицы числителей МА. 

SUBROUTINE NRIV (NR, IV, JM, LM) 
DIMENSION NR (JM, LM), IV (JM, LM)



DO1L=1,LM 
LL=L— 4 
DO1J =1,JM 

1 IV (J, L) = ISLO (NR (J, L), LL) 
RETURN 
END 

6) Подпрограмма для расчета точки 

О; по 0:1. ` 
Все координаты нулевой точки равны Й. Величина 

NG полагается равной И. Это необходимо сделать в глав- 
ной программе. 

После этого в цикле по 1 можно обращаться к подпро- 
грамме СРТАО, которая вычисляет координаты /1-й точки 

0;. Эти координаты заносятся в массив О, и их нужно 
сразу использовать, так как при следующем значении / 
туда же заносятся координаты следующей точки. 

В подпрограмме вычисляются /Л компонент /-й точки 

ЛПепоследовательности ();. 

SUBROUTINE LPTAU (IV, NG, I, N, Q, IQ) 
DIMENSION Q(51), IV (51, 20), IQ (51) 
NA = 32 006 800 000 000 80 B 
NB = 64 000 000 000 000 86 B 
NC = 17777 777 777 777 B 
ND = 46 O06 B06 006 000 68 B 
МТ = 100 В 
NGN = IEOR (I, [51.8 (Г, 1), МА) 

= IEOR (NG, NGN, NB) 
Г, = ТОВ (1518 (А, 441) — NT, NB) 
DO1S=1,N 
IQ (J) = IEOR (IAND (IQ (J), NC), IV (J, L)) 

1Q(J) =JOR IQ (J), ND) 
NG = NGN 
RETURN 
END 

в) Использованные логические функ- 
ции. В приведенной программе использованы четыре 
логические функции: 1519, ТАМ), 1О0В, ТЕОВ. 

1°. Функция 1519 (Х, Г) — сдвиг кода на количество 
разрядов, равное | / |. Если Г < 0, то сдвиг влево; если 
Т`> 0, то сдвиг вправо. 
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2°. Функция IAND (a,, Qo, o © 09 ал) — Qa, Л As Л ооо 

... Ла, — логическая операция «И», выполняемая по- 
разрядно. 

3°. Функция IOR (ат, Qo, o # #9 An) — Qa, \/ ao \/ ооо 

...\/ а, — логическая операция «ИЛИ», выполняемая 
поразрядно. 

4°. Функция Т1ЕОЕ (а, а»... а.) = а *а*... 
...* ал — логическая операция «Исключающее ИЛИ», 
выполняемая поразрядно.
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